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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation

Ce mémoire propose une collection de travaux effectués après ma thèse de doctorat. Tous
les travaux présentés ci-après traitent de différentes facettes de l’arithmétique des variétés
abéliennes sur les corps de nombres. Au sein de chaque chapitre, les travaux sont présentés
dans l’ordre chronologique. Nous allons tour à tour aborder les thèmes suivants.

Dans le Chapitre 2, on apporte une réponse, en collaboration avec Philipp Habegger, à la
question qui suit : y a-t-il beaucoup de courbes de genre 2 sur Q avec bonne réduction partout
et dont la jacobienne admet des multiplications complexes ?

Le Chapitre 3 propose une comparaison de hauteurs de variétés abéliennes (dont la pater-
nité est dûe à Bost et David) et un résultat compagnon et indépendant, concernant uniquement
les courbes elliptiques, traitant de la variation de l’invariant j par isogénie sur Q.

Le Chapitre 4 traite de questions sur la répartition des points rationnels sur les variétés. On
propose des résultats sur la densité de points prépériodiques sur les sous-variétés de variétés
abéliennes. On verra aussi comment obtenir une borne supérieure sur le nombre de points
rationnels des courbes sur un corps de nombres, conditionnellement à un énoncé de type Lang-
Silverman. Enfin on propose les premiers exemples de variétés de Calabi-Yau de dimension
3, fibrées en surfaces abéliennes, dont les points rationnels vérifient la propriété de Zariski
densité potentielle.

Le Chapitre 5 traite lui aussi de points rationnels, mais est nettement focalisé sur les rangs
et régulateurs des groupes de Mordell-Weil. On y lira tout d’abord des résultats de descente
explicite sur les courbes elliptiques sur Q. On propose ensuite une majoration du rang linéaire
en la hauteur de la variété. On discute enfin d’une propriété de Northcott conjecturale pour le
régulateur des groupes de Mordell-Weil, propriété qui serait le pendant abélien d’un résultat
inconditionnel obtenu pour les familles de régulateurs de corps de nombres.

Le Chapitre 6 n’est pas un chapitre technique, il présente brièvement les thèmes abordés
par les étudiants que j’ai eu la chance de co-encadrer en thèse de doctorat.

1.2 Définitions

On rappelle ici des définitions utiles dans toute la suite, la hauteur de Faltings d’une variété
abélienne et la hauteur de Néron-Tate d’un point rationnel. Soit k un corps de nombres de
degré d. On note Mk l’ensemble de ses places (deux à deux non équivalentes), M∞k l’ensemble

7
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de ses places archimédiennes et M0
k l’ensemble de ses places finies. Pour toute place v de k on

note kv le complété de k pour la valuation |.|v associée où on normalise |p|v = p−1 pour toute
place finie v au-dessus d’un nombre premier p. On pose dv = [kv : Qv] et nv = dv/d.

1.2.1 Hauteur de Faltings

Soient k un corps de nombres de degré d et S = Spec(Ok) le spectre de son anneau
d’entiers. Un fibré vectoriel métrisé de rang r sur S est un Ok-module projectif L de rang r
muni d’une collection {||.||v}v∈M∞

k
telle que ||.||v soit une norme hermitienne sur le kv-espace

vectoriel L ⊗Ok kv, vérifiant ||x||v = ||x||v pour tout plongement v : k ↪→ C.
Le degré d’Arakelov d’un fibré en droites métrisé (L, ||.||v) sur S est défini, en prenant un

élément non nul s ∈ L :

d̂eg(L) = log Card
(
L/sOk

)
−
∑

v∈M∞
k

dv log ‖s‖v.

La formule du produit nous assure que ce degré ne dépend pas du choix de section s non nulle.
Soit alors A/k une variété abélienne de dimension g ≥ 1. Soient A → S son modèle de

Néron, ε : S → A sa section neutre et Ωg
A/S le faisceau des g-formes différentielles, qui

est localement libre de rang 1. On pose ωA/S = ε∗(Ωg
A/S) ; c’est un fibré en droites sur

S = Spec(Ok) qu’on peut identifier au module de ses sections globales. On munit ce fibré
des métriques suivantes :

∀α ∈ ωA/S ⊗v C, ||α||2v =
ig

2

(c0)g

∫
Av(C)

α ∧ α, (1.1)

où on a identifié α à une section globale de Ωg
A/S et où c0 > 0 est une constante de normalisation

dont la valeur peut varier selon les (h)auteurs. On gardera dans la suite du texte c0 = (2π)2,
qui assure la positivité de la hauteur par une inégalité classique de Bost. On définit alors :

Définition 1.2.1. Soit A/k une variété abélienne semi-stable définie sur un corps de nombres
k de degré d. On appelle dans tout le texte hauteur de Faltings la quantité :

h(A/k) =
1

d
d̂eg(ωA/S).

Lorsque la variété A/k est semi-stable, la hauteur de Faltings est invariante par extension
finie de corps de nombres et on la notera alors tout simplement h(A) = h(A/k) = h(A/Q).

1.2.2 Hauteur de Néron-Tate

Soient n ≥ 1 un entier naturel et PnQ̄ l’espace projectif sur Q̄ de dimension n. Pour tout
point projectif P = (x0 : ... : xn) ∈ PnQ̄ et tout k corps de nombres contenant les coordonnées
de P , on définit la hauteur de P comme étant :

h(P ) =
∑
v∈Mk

nv log max
i∈J0,nK

|xi|v.

C’est un nombre positif ou nul qui ne dépend ni de la normalisation du point x (formule du
produit), ni du corps contenant P (formule d’extension). Une variante consiste à remplacer la
norme du maximum archimédien par une norme `2.
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Soit X/k une variété projective sur k, soit D un diviseur très ample sur X et soit ϕD un
plongement deX dans un espace projectif Pn. Alors on peut définir une hauteur surX, appelée
hauteur de Weil, de la manière suivante : pour tout point k̄-rationnel P (i.e. P ∈ X(k̄)) on
pose :

hX,D(P ) := h(ϕD(P )).

On vérifie ensuite que cette définition ne dépend pas du morphisme ϕD, à une fonction
bornée près.

Soit A/k une variété abélienne sur k, soit D un diviseur ample et symétrique sur A. On se
ramène au cas très ample par multiplication de D. Pour tout entier naturel n ≥ 1 on note [n]P
le point [n − 1]P + P , où le symbole « + », est ici l’addition sur A, et [1]P = P . On définit
alors la hauteur canonique, ou hauteur de Néron-Tate, d’un point P ∈ A(k), par la formule :

ĥA,D(P ) := lim
n→+∞

hA,D([n]P )

n2
.

La limite est donc un réel positif ou nul. L’une des propriétés cruciales de cette hauteur est le
fait qu’elle s’annule si et seulement si le point P est un point de torsion.

1.3 Récapitulatif des travaux de thèse

Les travaux de ma thèse étaient concentrés sur une conjecture de minoration de la hauteur
canonique sur une variété abélienne de type Lang-Silverman, dont on donne une version dans
le Chapitre 4, la conjecture 4.2.8, minoration de la forme

ĥA,L(P ) ≥ c1(g, k)h(A/k), (1.2)

où A est une variéte abélienne definie sur le corps de nombres k, le fibré L est ample et symé-
trique, P est un point k-rationnel non-trivial de A, le terme h(A/k) est la hauteur de Faltings
de A et c1(g, k) est un réel strictement positif qui dépend uniquement de la dimension g et du
corps k.

Dans l’article Remarques sur une conjecture de Lang [Paz10a], on obtient l’équivalent sui-
vant lorsque N tend vers l’infini (et N vérifiant de plus des conditions nécessaires, notamment
à l’existence des points de Heegner) :

ĥJ0(N),L(PK) ' 3hKuK
g(N)

h(J0(N)), (1.3)

où K est un corps quadratique imaginaire de nombre de classes hK et dont le nombre d’unités
est 2uK , et PK un point de Heegner associé. La variété J0(N) est la jacobienne de la courbe
modulaire X0(N), le fibré L est ample et symétrique, g(N) est la dimension de J0(N). No-
tons qu’on utilise l’asymptotique de Jorgenson et Kramer qui donnent dans [JoKr09] page 4,
prolongeant des travaux de Abbès, Michel, Ullmo,

h(J0(N)) ' g(N)

3
logN

lorsque N tend vers l’infini, N étant sans facteur carré et premier à 6. Ce résultat semble donc
indiquer que la quantité c1(g, k) dans l’inégalité (1.2) doit dépendre de g.
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Dans l’article Minoration de la hauteur de Néron-Tate sur les surfaces abéliennes [Paz13b],
on obtient un résultat de minoration de la hauteur de Néron-Tate qui répond partiellement à
la question de Lang-Silverman pour les jacobiennes de courbes de genre 2.

Pour une surface abélienne principalement polarisée A/k avec k un corps de nombres et
v une place infinie, on peut uniformiser les points complexes A(k̄v) ∼= C2/Z2 + τvZ2 avec

τv =

[
τ1,v τ12,v

τ12,v τ2,v

]
dans le domaine de Siegel F2. Dans cette uniformisation les produits

de courbes elliptiques correspondent exactement au lieu (τ12,v = 0) dans l’ensemble F2. On
introduit le produit :

s∞(A) =
∏

v∈M∞
k

|τ12,v|dv . (1.4)

Il est donc aisé de voir que s∞(A) = 0 si et seulement si A est un produit de courbes
elliptiques. On appelle de plus trace archimédienne de A la quantité :

Tr∞(A) =
∑

v∈M∞
k

dv Tr(Im τv). (1.5)

On note D = 28 disc(F ) le discriminant de norme minimale d’un modèle hyperelliptique entier
y2 = F (x) de la courbe sous-jacente.

Théorème 1.3.1. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient C/k une courbe de genre 2
admettant un point de Weierstrass rationnel sur k et A sa jacobienne. Alors si A est géomé-
triquement simple, il existe une constante c1 > 0 telle que pour tout point P ∈ A(k) l’une des
deux propositions suivantes est vraie :

(i) [n]P = O pour un entier 1 ≤ n ≤ 2·100874·316d,

(ii) ĥA,2Θ(P ) ≥ c2

(
Tr∞(A)− 5

3
log

Nk/Q(D)

s∞(A)

)
,

où on peut prendre c2 = 0, 03/
(
d 100878·316d

)
. On a de plus la majoration

c3 Tr∞(A) + c4 log
Nk/Q(D)

s∞(A)
≥ h(A/k),

où on peut prendre : c3 = 6π
10d et c4 = 1

10d .



Chapitre 2

Jacobiennes CM et réduction des
courbes

Les résultats de ce chapitre concernent les courbes de genre 2 définies sur Q. Il existe une
infinité de telles courbes avec bonne réduction partout (voir l’Exemple 0.9 de [MB]), et une
infinité de telles courbes admettant une jacobienne à multiplication complexe par un ordre
maximal. On montre avec Philipp Habegger qu’il est rare, en un sens bien précis, pour une
courbe de genre 2 de jouir de ces deux propriétés simultanément.

Travaux présentés

Bad reduction of curves with CM jacobians, article publié à Compositio Mathematica,
153.12, p. 2534–2576, 2017, en collaboration avec Philipp Habegger.

——————–

Soit C une courbe projective lisse de genre 2, géométriquement connexe définie sur un corps
de nombres k. Soit Jac(C) sa jacobienne. On note End(Jac(C)) l’anneau des endomorphismes
géométriques de Jac(C). On s’intéresse à la question suivante : existe-t-il des premiers de k
tels que C a mauvaise réduction stable en p et Jac(C) bonne réduction en p ?

Dans le cas où Jac(C) a multiplication complexe, les travaux de Serre et Tate [SeTa68]
prouvent que Jac(C) a potentiellement bonne réduction partout. Sur Q, la question initiale-
ment posée devient donc : existe-t-il des premiers de mauvaise réduction stable pour la courbe
C/Q ?

Nous obtenons la réponse suivante, qui traite essentiellement du cas des surfaces modulaires
de Hilbert et de leurs points entiers.

Théorème 2.0.1. Soit F un corps quadratique réel. Il existe un nombre fini de classes de
Q-isomorphismes de courbes de genre 2 définies sur Q admettant bonne réduction partout et
telles que End(JacC) est l’ordre maximal d’un corps quartique CM, cyclique et contenant F .

Ce théorème est obtenu grâce à une étude de la hauteur de Faltings de Jac(C). On pro-
duit tout d’abord deux formules explicites pour cette hauteur. La première a été démontrée

11
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par Colmez dans [Col93] et [Obu13], le corps K étant une extension abélienne 1 de Q. La se-
conde formule explicite est une décomposition en composantes locales et s’inspire fortement de
[Paz13b]. La mise en concurrence de ces deux formules permet d’obtenir le théorème suivant,
démontré lui aussi dans [HaPa17], et qui implique le théorème 2.0.1.

Théorème 2.0.2. Soit F un corps quadratique réel. Il existe une constante c5(F ) > 0 satisfai-
sant la propriété suivante. Soit C une courbe de genre 2 définie sur Q et telle que End(JacC)
est l’ordre maximal d’une extension quadratique imaginaire K/F avec K/Q cyclique. Alors il
existe un corps de définition k tel que

log ∆K ≤ c5(F )

(
1 +

1

[k : Q]
log N(∆min(Ck))

)
, (2.1)

où N est la norme de k/Q, le réel positif ∆K est le discriminant du corps K et ∆min(Ck) est
le discriminant minimal de C/k. Le membre de droite est invariant par extension finie de k.

Nous donnons à présent les grandes lignes de la preuve. Notons h(Jac(C)) la hauteur
de Faltings stable de la jacobienne de C. La première formule explicite permet de calculer
h(Jac(C)) via la dérivée logarithmique d’une fonction L associée à l’extension K/F . Une fois
cette formule établie, un travail de théorie analytique des nombres permet d’aboutir à

h(Jac(C)) ≥ c6 log ∆K + c7(F ), (2.2)

où c6 > 0 est universelle et c7(F ) ∈ R ne dépend que du corps quadratique réel F .
La seconde formule explicite donne un lien direct entre h(Jac(C)) et la somme du terme

non-archimédien 1
[k:Q] log N(∆min(Ck)) et d’un terme archimédien du type

−
∑

σ:k↪→C

log ‖Ψ(τv)‖v,

où τv est une matrice bien choisie vérifiant Jac(C)(kv) ' C2/Z2 +τvZ2 et Ψ est une forme mo-
dulaire de poids 10, classiquement donnée comme un produit de fonctions thêta. Les matrices τ
sont des matrices 2×2 symétriques, dont le terme anti-diagonal τ12 vérifie Ψ(τ) = 0⇔ τ12 = 0.
Dans le cas d’une surface abélienne CM simple, on a τ12 6= 0, et comme τ12 est un nombre
algébrique non nul, le théorème de Liouville garantit que τ12 est distant de zéro. Un argu-
ment délicat d’équidistribution basé sur un théorème de Zhang [Zha05] permet alors d’obtenir
l’inégalité, valable pour tout ε > 0,

h(Jac(C)) ≤ ε log ∆K + c8(ε, F ) +
1

[k : Q]
log N(∆min(Ck)). (2.3)

où c8(ε, F ) ∈ R dépend uniquement du paramètre ε et de F . La conjonction de (2.2) et (2.3)
donne alors (2.1).

Ce résultat de finitude ouvre tout un champ de questions intrigantes : peut-on trouver
ces courbes de genre 2 particulières ? Peut-on au moins majorer le nombre de ces courbes
exceptionnelles ? Des estimations effectives ont été obtenues pour les points CM d’espaces
de modules de courbes elliptiques (voir par exemple [BMZ13], explicitant [And98]), il sera
intéressant de développer des techniques nous rendant aptes à traiter des espaces de modules
de dimension plus grande.

1. On n’utilise donc pas de formule de Colmez "en moyenne".



Chapitre 3

Hauteur de Faltings et hauteur thêta

La hauteur d’une variété abélienne peut être définie de plusieurs manières différentes,
chacune d’entre elle ayant un intérêt propre. Si la variété est donnée par un système d’équations
polynomiales dans un espace projectif, prendre la hauteur des coefficients de ces polynômes
est une idée naturelle, on affine en choisissant un modèle bien choisi ; c’est l’idée de la hauteur
thêta. Une variante consiste à prendre la hauteur du ou des invariants de la classe d’isomorphie
des modèles projectifs considérés. Par ailleurs, la hauteur différentielle, ou hauteur de Faltings,
repose sur la structure differentielle de la variété et ne dépend d’aucun choix de plongement
ou de polarisation. C’est le choix intrinsèque.

Les différentes hauteurs ayant chacune leur mot à dire, des résultats de comparaison entre
ces notions sont utiles pour pouvoir bénéficier de leurs avantages respectifs. Ce chapitre en
présente deux, indépendants : le premier est une comparaison en dimension générale, dont la
stratégie de preuve est dûe à Bost et David. Le second est un résultat particulier aux courbes
elliptiques, qui explique comment transférer la variation de la hauteur de Faltings par isogénie
à l’étude des j-invariants.

Travaux présentés

Theta height and Faltings height, article publié au Bulletin de la Société Mathématique de
France, 140.1, p. 19–49, 2012.

Modular invariant and isogenies, prépublication sur https ://arxiv.org/abs/1611.01094,
2016.

——————–

3.1 Autour des idées de Bost et David

Notons Sg l’espace de Siegel et Fg le domaine fondamental. On considère une variété
abélienne A définies sur un corps de nombres k, polarisée par un fibré ample et symétrique
L et munies d’une structure thêta de niveau r, où r > 0 est un entier pair. On dispose donc
d’un plongement Θ : A → Pr2−1, et on introduit la quantité hΘ(A,L) = h(Θ(0A)) (où h est
la hauteur projective avec la métrique `2 aux places archimédiennes), communément appelée
hauteur thêta. Suivant la stratégie de Bost et David, on obtient les inégalités suivantes.

13



14 F. Pazuki

Théorème 3.1.1. Soit A une variété abélienne de dimension g, définie sur Q, munie d’une
polarisation principale donnée par un fibré L ample et symétrique. Soit k un corps de définition
de (A,L). Pour tout plongement σ : k ↪→ C, soit τσ ∈ Fg tel qu’il existe un isomorphisme
entre variétés abéliennes complexes principalement polarisées Aσ(C) ' Cg/(Zg + τσZg). On
dispose alors des inégalités :

c9(r, g) ≤ hΘ(A,L)− 1

2
h(A)− 1

4[k : Q]

∑
σ:k↪→C

log(det(Im τσ)) ≤ c10(r, g) .

Les quantités c9(r, g) and c10(r, g) ne dépendent que de r et de la dimension g et on pourra
prendre

c9(r, g) = g

[
1

4
log(4π)− 1

2
r2g log(r)

]
, c10(r, g) =

g

4
log(4π) + g log(r) +

g

2
log

(
2 +

2

3
1
4

2
g3

4

)
.

La preuve de se résultat repose en grande partie sur la construction des modèles de Moret-
Bailly des variétés abéliennes, qui sont en particulier des schémas en groupes semi-stables
munis d’un fibré en droites cubiste. La construction de ces modèles imposent de plus dans
notre cadre de rendre rationnels le sous-groupe des points de r-torsion, où r est le niveau
de la structure thêta considérée. On utilise ensuite des calculs de pentes d’Arakelov et des
estimations locales pour parvenir au théorème 3.1.1.

Couplé à un résultat de type Lemme Matriciel fournissant un contrôle sur la taille de
Im τ en fonction de la hauteur de A (voir [Mas87] pour la version classique, [Gra01] pour une
version avec la hauteur de Faltings, ou [Aut13] pour une version quasi-optimale), on obtient
une inégalité pratique :

|hΘ(A,L)− 1

2
h(A)| ≤ c11 + c12 log max{1, h(A)}, (3.1)

pour c11 et c12 des réels positifs ne dépendant que de la dimension g et du niveau r. Notons
que cette comparaison permet de déduire que la hauteur de Faltings vérifie la propriété de
Northcott attendue, car c’est le cas pour la hauteur thêta.

3.2 Courbes elliptiques et isogénies

Deux courbes elliptiques définies sur un corps de nombres k sont isomorphes sur Q si et
seulement si elles ont le même j-invariant. Une question naturelle se pose : comment varie le
j-invariant dans une classe d’isogénie ? On obtient le résultat suivant dans cette direction de
recherche.

Théorème 3.2.1. Soit ϕ : E1 → E2 une Q-isogénie entre deux courbes elliptiques définies
sur Q. Soient j1 et j2 leurs j-invariants respectifs. Alors on a

|h(j1)− h(j2)| ≤ 9.204 + 12 log degϕ, (3.2)

et
h(j1)− h(j2) ≤ 10.68 + 6 log degϕ+ 6 log(1 + h(j1)), (3.3)

où h(.) est la hauteur de Weil logarithmique et absolue.
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La hauteur de l’invariant j est intimement liée à la hauteur thêta de la courbe elliptique
associée. La preuve du théorème repose cependant sur une comparaison entre hauteur de
Faltings et hauteur de l’invariant j plus fine que celle qu’on peut déduire du théorème 3.1.1,
couplée à une estimation classique (Faltings, Raynaud) de la hauteur de Faltings dans une
classe d’isogénie.

Parmi les corollaires obtenus dans le texte [Paz16c], nous choisissons celui ci-après. Pour
tout entier naturel non nul m, le polynôme modulaire Φm est le polynôme minimal de j(mz)
sur le corps C(j(z)). C’est un polynôme en deux variables Φm(X,Y ) ∈ Z[X,Y ], vérifiant
Φm(X,Y ) = Φm(Y,X) et Φm(j(mz), j(z)) = 0. Son degré en chaque variable est égal à
ψ(m) = m

∏
p|m(1 + p−1). Soit j0 ∈ Q le j-invariant d’une courbe elliptique E0. Alors les

racines de Φm(X, j0) sont exactement les j-invariants de courbes elliptiques munies d’une
isogénie cyclique de degré m vers E0.

Les coefficients du polynôme Φm grossissent rapidement avec m. Leur croissance asymp-
totique est calculée dans [Coh84]. Introduisons la hauteur d’un polynôme de C[X,Y ] par la
formule

h∞

( ∑
0≤s,k≤n

cs,kX
sY k

)
= log max

0≤s,k≤n
|cs,k|.

Lorsque m tend vers l’infini, [Coh84] démontre

h∞(Φm) = 6ψ(m)
(

logm−
∑
p|m

1

p
log p+O(1)

)
. (3.4)

On obtient ici une inégalité valable pour tout m, mais moins fine que l’asymptotique.

Corollaire 3.2.2. Soit m un entier naturel non nul. Alors

h∞(Φm) ≤ ψ(m)
(

6 logm+ logψ(m) + 6 log(12 logm+ 2 logψ(m) + 25.2) + 15.7
)
.

Cette majoration n’est pas optimale mais est inconditionnelle. Dans le cas où m = ` est
un nombre premier on a ψ(`) = `+ 1, Bröker et Sutherland [BrSu10] obtiennent un majorant
un peu plus fin, leur inégalité étant

h∞(Φ`) ≤ 6` log `+ 16`+ 14
√
` log `.

Obtenir une majoration optimale dans le corollaire 3.2.2 est l’objet de travaux actuels,
suite à une conversation avec Pascal Autissier.
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Chapitre 4

Points rationnels et densité au sens de
Zariski

Ce chapitre présente trois résultats liés à la problématique de la répartition des points
rationnels sur les variétés algébriques. Le premier concerne une généralisation dans le cadre de
la dynamique arithmétique de la conjecture de Manin-Mumford, démontrée par Raynaud en
1983 : on s’intéresse à la densité des points prépériodiques sur les sous-variétés d’une variété
projective, et on donne des contre-exemples abéliens à la première tentative de généralisation
proposée dans [Zha06], conjecture 1.2.1. Le second résultat de ce chapitre est une borne uni-
forme sur le nombre de points rationnels des courbes algébriques, borne conditionnelle à une
conjecture de minoration de hauteur de type Lang-Silverman. Le troisième paragraphe pré-
sente un résultat de Zariski densité potentielle, c’est-à-dire après une éventuelle extension finie
du corps de base, et concerne des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 fibrées en surfaces
abéliennes. Les travaux associés présentent des arguments de natures différentes : le premier
résultat repose sur une étude de polarisations de morphismes sur des variétés abéliennes, le
second sur la théorie des hauteurs et structures euclidiennes sur les variétés abéliennes, le
troisième sur le Programme du Modèle Minimal.

Travaux présentés

Zhang’s conjecture and squares of abelian surfaces, article publié aux Comptes Rendus de
l’Académie des Sciences Paris Série I, 348, p. 483–486, 2010.

Polarized morphisms between abelian varieties, article publié au International Journal of
Number Theory, 9.02, p. 405–411, 2013.

Bornes sur le nombre de points rationnels des courbes - en quête d’uniformité, article pré-
publié sur https ://arxiv.org/abs/1512.04907.

Abelian Calabi-Yau threefolds: Néron models and rational points, article à paraître aux
Math. Research Letters, 2017, en collaboration avec Fedor Bogomolov, Lars Halle, Sho Tani-
moto.

——————–
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4.1 Manin-Mumford dynamique

On s’intéresse dans ce paragraphe à l’intersection entre une sous-variété de variété projec-
tive X et l’ensemble des points prépériodiques pour un endomorphisme ϕ de X. On rappelle
qu’un point (et plus généralement une sous-variété) P de X est dit prépériodique si son orbite
sous l’action de ϕ est finie. Si L est un fibré en droites ample sur X, on dit que ϕ est polarisé
par L et de poids d ≥ 2 si ϕ∗(L) = L⊗d.

Conjecture 4.1.1. (Manin-Mumford dynamique, première version, [Zha06] conjecture 1.2.1)
Soit X une variété projective lisse définie sur un corps de nombres k. Soit ψ : X → X un
endomorphisme polarisé, et soit Y une sous-variété de X. Si Y ∩Prepψ(X) est dense dans Y
pour la topologie de Zariski, alors Y est une variété prépériodique pour ψ.

Cet énoncé est assez naturel, il généralise notamment la conjecture de Manin-Mumford
démontrée par Raynaud en 1983 : en effet en spécialisant ψ = [n] et X = A une variété
abélienne, alors ψ est un morphisme polarisé avec poids n2 et les points prépériodiques sont
les points de torsion de A.

Donnons un autre exemple d’endomorphisme satisfaisant la conjecture 4.1.1. Soit A une
variété abélienne et L un fibré ample et symétrique. Définissons α et β sur le produit A4 par
α(x, y, z, t) = (x+ z, y + t, x− z, y − t) et β(x, y, z, t) = (x+ y, x− y, z + t, z − t). Si on note
L4 = p∗1L⊗p∗2L⊗p∗3L⊗p∗4L, où pi : A4 → A est la i-ème projection, alors α∗L4 = β∗L4 = L⊗2

4 ,
donc les morphismes α, β sont polarisés par L4. On vérifie immédiatement que α2 = β2, donc
si Y est la diagonale de A4×A4, cette sous-variété de X = A4×A4 admet un ensemble dense
de points prépériodiques et est elle-même prépériodique sous l’action de (α, β).

D. Ghioca and T. Tucker ont produit les premiers contre-exemples à la conjecture 4.1.1, ils
sont publiés dans [GTZ11]. Ils utilisent des carrés de courbes elliptiques avec multiplications
complexes. Ghioca cherchait à généraliser ses contre-exemples en dimension supérieure. On
trouve dans [Paz10b] des constructions sur les carrés de surfaces, suivi d’un traitement plus
général dans [Paz13a], dont on reprend ici le résultat principal.

Soit k un corps de nombres contenant un corps CM et k sa clôture algébrique. Soit Ok
l’anneau des entiers de k. Soit A une variété abélienne définie sur k et admettant des multi-
plications complexes sur k. Soit S1 l’ensemble des places ramifiées de k, soit S2 l’ensemble des
places de mauvaise réduction de A et soit S3 l’ensemble des places a telles que Fna = V n

a pour
un entier n strictement positif, où Fa est l’endomorphisme de A relevant le Frobenius géomé-
trique en a, et Va son Verschiebung associé. On va considerer l’ensemble fini S = S1 ∪S2 ∪S3.

Théorème 4.1.2. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k contenant
le corps de multiplications complexes Endk̄(A)⊗Q et tel que Ok ⊂ Endk̄(A). Soit p /∈ S. Soit
Fp le Frobenius associé à p et Vp le Verschiebung associé à Fp. Alors Fp et Vp sont polarisables
et le système dynamique (A × A,Fp × Vp) et la sous-variété diagonale de A × A, forment un
contre-exemple à la conjecture 4.1.1.

Ghioca, Tucker et Zhang proposent une nouvelle version de la conjecture tenant compte
des phénomènes décrits ci-avant. Voici leur énoncé.

Conjecture 4.1.3. (Manin-Mumford dynamique, seconde version, [GTZ11] conjecture 2.4)
Soit X une variété projective lisse définie sur un corps de nombres k. Soit ψ : X → X un
endomorphisme polarisé, et soit Y une sous-variété de X. Alors Y est prépériodique pour ψ
si et seulement s’il existe un sous-ensemble Zariski dense de points x ∈ Y ∩Prepψ(X) tels que
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l’espace tangent à Y en x est prépériodique sous l’action induite par ψ sur la grassmanienne
GrdimY (TX,x).

Dans le texte [GTZ11], les auteurs démontrent cet énoncé 4.1.3 si X est une variété abé-
lienne et si ψ est un morphisme de groupe, et traitent aussi des cas de systèmes dynamiques
sur X = P1 × P1.

4.2 Bornes sur le nombre de points rationnels des courbes

Soit C une courbe projective lisse de genre g ≥ 2 définie sur un corps de nombres k. La
conjecture de Mordell, qui est depuis 1983 un théorème célèbre de Faltings [Fal83], donne la
finitude de l’ensemble des points k-rationnels C(k) (et donc la non Zariski densité des points
rationnels). Une question naturelle a alors émergé : à quel point le cardinal #C(k) dépend-il
de la courbe C ? Est-il possible de produire un majorant explicite de #C(k) et à quel point
ce majorant peut-il être uniforme ? C’est à cette question d’uniformité du majorant que ce
paragraphe est consacré.

On sait produire depuis Rémond [Rém00] des bornes totalement explicites et incondition-
nelles. Citons une forme plus récente de son résultat, donnée dans [Rém10].

Théorème 4.2.1. Soit C une courbe lisse, projective, géometriquement connexe et de genre
g ≥ 2 définie sur un corps de nombres k. On fixe un plongement projectif de la variété ja-
cobienne Jac(C) relatif à la puissance seizième d’un translaté du diviseur thêta. Alors on
a

#C(k) ≤ (238+2g · [k : Q] · g ·max{1, hθ})(r(Jac(C)/k)+1)·g20 ,

où hθ est la hauteur thêta de Jac(C) dans ce plongement et r(Jac(C)/k) est le rang de Mordell-
Weil de Jac(C)(k).

On cherche à savoir dans quelle mesure on peut se passer de la dépendance en la jacobienne
de la courbe dans l’expression du majorant. L’uniformité la plus forte est conjecturée par
Caporaso, Harris, Mazur en page 2 de [CHM97] :

Conjecture 4.2.2. Soit g un entier naturel et k un corps de nombres. Il existe une quantité
c13(g, k) > 0 telle que pour toute courbe projective lisse C de genre g ≥ 2 définie sur k, on a

#C(k) ≤ c13(g, k).

Ce dernier énoncé est impliqué par une conjecture très ambitieuse de Bombieri et Lang
via un procédé dit de corrélation qui est bien expliqué dans [CHM97]. Ce niveau d’uniformité
maximal peut sembler difficile à atteindre. On pourra essayer dans un premier temps de
répondre à la question classique suivante (trouvée par exemple dans [DNP07] page 102).

Conjecture 4.2.3. Soit g un entier naturel et k un corps de nombres. Il existe une quantité
c14(g, k) > 0 telle que pour toute courbe projective lisse C de genre g ≥ 2 définie sur k, on a

#C(k) ≤ c14(g, k)r(Jac(C)/k)+1,

où r(Jac(C)/k) est le rang de Mordell-Weil de la jacobienne de C sur k.

Citons aussi une version plus souple de la conjecture 4.2.3, trouvée sous forme de question
dans [Maz00] page 223 :
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Conjecture 4.2.4. Soit g un entier naturel, soit k un corps de nombres, soit m un entier
naturel. Il existe une quantité c15(g, k,m) > 0 telle que pour toute courbe projective lisse C de
genre g ≥ 2 définie sur k, dont le rang de Mordell-Weil de la jacobienne de C sur k est m, on
a

#C(k) ≤ c15(g, k,m).

David, Nakamaye et Philippon donnent dans le théorème 3.6 page 118 de [DNP07] une
infinité de familles de courbes définies sur Q et vérifiant la conjecture 4.2.3 (une infinité de
familles est proposée pour chaque g ≥ 4 fixé). Notons qu’il est classique de penser que la
dépendance en le corps k des quantités c13, c14, c15 ne fait intervenir que le degré de k.

De nouveaux progrès, suivant une approche de ces questions basée sur l’intégration p-
adique, concernent les courbes telles que la jacobienne Jac(C) possède un rang de Mordell-Weil
sur k petit par rapport au genre de C. Initiée par des idées de Chabauty, puis de Coleman, la
stratégie p-adique de majoration du cardinal de C(k) fait voir le jour à un résultat d’uniformité
par Stoll [Sto17] qui traite des courbes hyperelliptiques. Cette attaque a été généralisée depuis
à toutes les courbes (pour g ≥ 3) dans [KRZ16] par Katz, Rabinoff, Zureick-Brown, dont voici
le résultat :

Théorème 4.2.5. Soit d ≥ 1 et g ≥ 3 des entiers. Il existe une constante c16(g, d) > 0 telle
que pour tout corps de nombres k de degré d et pour toute courbe projective lisse C définie sur
k telle que le rang r(Jac(C)/k) de la jacobienne Jac(C) sur k vérifie r(Jac(C)/k) ≤ g − 3, on
a #C(k) ≤ c16(g, d).

Notons que la quantité c16(g, d) peut être explicitée, comme cela est proposé dans les textes
[Sto17] et [KRZ16]. Comme dans tous les cas d’applications de la méthode Chabauty-Coleman,
on s’attend à ce que la dépendance en le paramètre g soit polynomiale, voire quasi-linéaire. De
plus, les techniques à la Chabauty permettent parfois de résoudre complètement des équations
diophantiennes, voir par exemple [Sik13].

Remarque 4.2.6. Le théorème [KRZ16] pourra donc être vu comme un pas vers la conjecture
4.2.2, ou comme un pas vers les conjectures 4.2.3 ou 4.2.4. En effet la conjecture 4.2.3 (ou la
conjecture 4.2.4) combinée à une inégalité du type r(Jac(C)/k) ≤ c17(g) pour une constante
c17(g) > 0 ne dépendant que de g impliquent la conjecture 4.2.2 restreinte aux courbes dont
la jacobienne vérifie r(Jac(C)/k) ≤ c17(g) bien entendu.

Remarque 4.2.7. La conjecture 4.2.3 ou la conjecture 4.2.4 couplée à une borne uniforme
sur le rang de la forme r(Jac(C)/k) ≤ c18(g, k) implique bien entendu la conjecture 4.2.2.
La question de savoir si le rang des variétés abéliennes de dimension fixée g ≥ 1 sur un
corps de nombre fixé k est borné uniformément est un problème encore largement ouvert. La
majoration explicite donnée dans le corollaire 5.2.2 du Chapitre 5 est inconditionnelle, mais
bien plus faible.

Nous allons montrer en détails dans ce texte qu’une conjecture de minoration de hauteur
dans l’esprit Lang-Silverman implique aussi la conjecture 4.2.3, sans besoin d’hypothèse sur le
rang. C’est une idée naturelle après la lecture de [deD97], qui traite cependant uniquement le
cas des jacobiennes isogènes à des produits de courbes elliptiques (voir l’hypothèse (∗) page 110
de [deD97]). On traite le cas général ici en suivant le chemin euclidien tracé par Rémond dans
ses articles [Rém00, Rém10], et en ajoutant comme ingrédient la minoration Lang-Silverman
proposée plus bas. La déduction de la conjecture 4.2.3 s’obtient alors moyennant quelques
efforts techniques supplémentaires.
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On commence par formuler une conjecture du type Lang-Silverman, proposant une mino-
ration uniforme de la hauteur d’un point k-rationnel d’une variété abélienne définie sur un
corps de nombres k.

Conjecture 4.2.8. Soit g ≥ 1 un entier. Pour tout corps de nombres k, il existe deux nombres
c19 = c19(g, k) > 0 et c20 = c20(g, k) > 0 tels que pour toute variété abélienne A/k de
dimension g et pour tout fibré en droites ample et symétrique L sur A, pour tout point P ∈
A(k),

• ou bien il existe une sous-variété abélienne B ⊂ A, B 6= A, de degré degL(B) ≤
c19 degL(A) et telle que l’ordre de P modulo B est borné par c19,
• ou bien on a End(A)·P est Zariski dense et

ĥA,L(P ) ≥ c20 max
{
hF (A/k), 1

}
,

où ĥA,L(.) est la hauteur de Néron-Tate associée à L et hF (A/k) est la hauteur de
Faltings de la variété A/k, et les deux cas s’excluent mutuellement.

Cette forme forte de la conjecture est motivée par le théorème 1.4 page 511 de [Dav93]
et les théorèmes 1.8 et 1.13 de [Paz13b]. Des exemples de familles de jacobiennes de courbes
vérifiant cette conjecture sont donnés dans [Mas93] et [Paz13b] (exemples valables aussi pour
cette forme forte, puisque les jacobiennes associées sont simples).

C’est un énoncé ambitieux. Il implique notamment une borne uniforme sur le nombre de
points de torsion des variétés abéliennes de dimension g fixée sur un corps de nombres k : la
conjecture de torsion forte. Voyons comment obtenir cette conséquence avant de débuter le
travail.

Proposition 4.2.9. Supposons vraie la conjecture 4.2.8. Alors pour tout g ≥ 1, pour tout
corps de nombres k il existe une quantité c21(g, k) > 0 telle que pour toute variété abélienne A
de dimension g et définie sur k, on a la majoration #A(k)tors ≤ c21(g, k), de plus la quantité
c21(g, k) est exprimable explicitement en termes des quantités apparaissant dans la conjecture
4.2.8.

Démonstration. Posons tout d’abord c19 = max1≤i≤g c19(i, k), qui est une quantité plus grande
que 1. Soit P un point de torsion dans A(k). Comme sa hauteur de Néron-Tate est nulle, il
ne peut pas tomber dans le second cas de l’alternative fournie par la conjecture 4.2.8. Il existe
donc une sous-variété abélienne stricte B1 telle que l’ordre de P modulo B1 est borné par c19.
Donc il existe un entier 1 ≤ N1 ≤ c19 tel que [N1]P ∈ B1, et a fortiori N1 ≤ c19. On applique
à présent la conjecture 4.2.8 à P1 = [N1]P ∈ B1(k) sachant que B1 est une variété abélienne
de dimension strictement inférieure à la dimension de A. Comme P1 est lui aussi un point
de torsion, sa hauteur est nulle et il doit tomber aussi dans le premier cas. On obtient ainsi
l’existence de B2 stricte dans B1 et de N2 ≤ c19 tel que P2 = [N2]P1 ∈ B2(k)tors. Comme
la dimension des Bi est une suite strictement décroissante, nous avons la garantie de trouver
un indice i0 ≤ g tel que Bi0 = 0, donc Pi0 = 0 et ainsi [Ni0 · · ·N2N1]P = 0. L’ordre de
P ∈ A(k)tors est donc borné par c19

g dans tous les cas.
Si l’exposant du groupe A(k)tors est borné par un nombre M , alors son cardinal est borné

par M2g.
On conclut donc que la quantité c21(g, k) = c19

2g2 convient.
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L’utilisation d’une minoration en famille de la hauteur canonique sur les variétés jaco-
biennes fournit alors le résultat suivant.

Théorème 4.2.10. Supposons vraie la conjecture 4.2.8. Soit k un corps de nombres et soit
g ≥ 2 un entier. Il existe une constante c22 = c22(g, k) > 0 telle que pour toute courbe C de
genre g définie sur k,

#C(k) ≤ cr(Jac(C)/k)+1
22 ,

où r(Jac(C)/k) désigne le rang de Mordell-Weil de la jacobienne de C sur k. Toute quantité
c22 majorant

(2g)42g4 max
{
c10g3

19 ,
1

c20

}
,

convient, avec c19 = c19(g, k) ≥ 1 et c20 = c20(g, k) > 0 données dans la conjecture 4.2.8.

Ce résultat fournit donc une généralisation (conditionnelle) de la Proposition 6 page 111
de [deD97].

4.3 Calabi-Yau et points rationnels

On s’intéresse dans ce chapitre aux variétés de Calabi-Yau de dimension 3, qui sont par
définition des variétés lisses, géométriquement connexes, vérifiant ωX ' OX et h1(OX) = 0.
Afin de mieux identifier quel cas on étudie ici, voici un tableau présentant une classification
des variétés algébriques de dimension 3. On notera κ(X) la dimension de Kodaira de X.

κ(X) Genre Irrégularité Exemples Zariski densité
géom. dimH1(OX) potentielle

3 type général Non conjectural
2 fibration au-dessus d’une surface, Divers cas

fibre générale courbe elliptique
1 fibration au-dessus d’une courbe, Divers cas

fibre générale surface avec κ = 0

0 1 3 variété abélienne Oui
0 2 fibré au-dessus d’une surface, Oui conjectural

fibres courbes elliptiques
1 ou 1 1 fibré au-dessus d’une courbe Oui conjectural

elliptique, fibres surfaces avec κ = 0

0 ou 1 0 Calabi-Yau Objet de l’étude
−∞ 0 ≥ 1 variétées réglées Divers cas
−∞ 0 0 variétés rationnelles, Fano, autres Divers cas

Une question naturelle, notamment posée par Tschinkel (Exposé ICM 2006 [Tsc06], suivant
le Problem 3.5) au sujet de ces variétés est la suivante. Soit X une telle variété de Calabi-Yau
définie sur un corps de nombres k. Existe-t-il une extension finie k′/k telle que X(k′) est
Zariski dense dans X ? Si oui, on dira alors de X qu’elle vérifie la propriété de Zariski densité
potentielle de ses points rationnels.

On montre le théorème suivant, qui assure que dans le cas où la variété de Calabi-Yau est
de dimension 3 et admet deux fibrations indépendantes dont une en surfaces abéliennes, elle
vérifie cette propriété de Zariski densité potentielle.
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Théorème 4.3.1. Soit X une variété de Calabi-Yau de dimension 3 définie sur un corps
de nombres et admettant une fibration en surfaces abéliennes f : X → P1 et une section.
On suppose que X possède un diviseur D effectif, mobile 1, non gros 2, tel que la fibration
abélienne ne se factorise pas (birationnellement) par la fibration d’Iitaka de D. Alors il existe
une extension finie k′/k telle que X(k′) est Zariski dense dans X.

La preuve repose sur des arguments du Minimal Model Program et fait notamment usage
d’une propriété de log-abondance en dimension 3, un théorème difficile de Keel, Matsuki et
McKernan [KMM94]. On obtient en corollaire de ce théorème les premiers exemples de variétés
de Calabi-Yau de dimension 3 satisfaisant la propriété de Zariski densité potentielle. Notons
tout d’abord x0, x1, x2, x3, x4, x5 les formes coordonnées de P5 et définissons f0 = x3

0 +x3
2 +x3

4,
f1 = x2

1x4+x2
3x0+x2

5x2, f2 = x1x2x3+x3x4x5+x5x0x1 et f3 = x0x2x4. Soit σ et τ des applica-
tions définies par σ(xi) = xi−1 et τ(xi) = e−

2πi
5 xi, pour tout indice i entier modulo 5. Notons

enfin H ′ =< σ2, τ2 >. Alors H0(OP5(3))H
′ est engendré par f0, f1, f2, f3, σf0, σf1, σf2, σf3.

Corollaire 4.3.2. (Corollaire 7.3 page 10014 de [BHPT17]) Soit V6 ⊂ P5 la sous-variété
définie par l’annulation d’une forme cubique générique de H0(OP5(3))H

′ et de son image par
σ. Alors V6 est une variété de dimension 3 possédant 72 points doubles ordinaires. Il existe
une variété lisse V 1

6 , obtenue par résolution des singularités, qui est une variété de Calabi-
Yau fibrée en surfaces abéliennes polarisées de type (1, 6). Elle satisfait la propriété de Zariski
densité potentielle.

Démonstration. L’essentiel de la construction est donné dans la preuve du théorème 4.10
page 194 de Gross et Popescu [GrPo01]. On trouve la seconde fibration sur V 1

6 en appliquant
deux flops, ceci fournit une fibration en surfaces abéliennes polarisées de type (2, 6). Les
degrés respectifs des polarisations assurent que les fibrations sont indépendantes et ceci permet
d’appliquer le théorème 4.3.1. Rappelons qu’un flop relativement à un diviseur D d’une variété
de dimension 3 est une application birationnelle partant de X et transformant une courbe C
satisfaisant KX ·C = 0 et D ·C < 0 en une courbe C ′ satisfaisant KX ·C ′ = 0 et D ·C ′ > 0.

1. movable en anglais.
2. non-big en anglais.
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Chapitre 5

Rangs et régulateurs de Mordell-Weil

Ce chapitre contient des résultats concernant le groupe de Mordell-Weil des variétés abé-
liennes sur les corps de nombres. Il est divisé en trois sous-thèmes. La première partie, retra-
çant une collaboration avec Henri Cohen, expose une technique de 3-descente explicite sur les
courbes elliptiques sur Q permettant de calculer exactement la valeur du rang pour certaines
familles de telles courbes. Le seconde partie concerne les variétés abéliennes en général et
contient une majoration du rang linéaire en la hauteur de la variété. Dans la troisième partie
on s’intéresse au régulateur des groupes de Mordell-Weil : en comparant avec le régulateur des
corps des nombres, on propose une propriété de Northcott obtenue comme conséquence assez
directe d’une minoration à la Lang-Silverman.

Travaux présentés

Elementary 3-descent with a 3-isogeny, article publié à Acta Arithmetica, 140.4, p. 369–
404, 2009, en collaboration avec Henri Cohen.

Heights and regulators of number fields and elliptic curves, article publié aux Publ. Math.
Besançon, 2014/2, 2014, p. 47-62.

Erratum and addendum to “Heights and regulators of number fields and elliptic curves”,
article publié aux Publ. Math. Besançon, 2016, p. 81–83.

Northcott property for the regulators of number fields and abelian varieties, article publié
aux Oberwolfach Reports, 2016, volume 13.

Heights, ranks and regulators of abelian varieties, prépublication sur https ://arxiv.org/abs/
1506.05165.

——————–

5.1 Descente et calculs de rangs sur les courbes elliptiques

Soit E/k une courbe elliptique sur un corps de nombres k et soit n ≥ 2 une entier. Un
caclul de cohomologie galoisienne appliqué à [n] : E → E nous permet d’écrire les suites
exactes
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0 // E(k)/nE(k)

��

δ // H1(k,E[n])

∏
v resv

��

//

ϕ

((

H1(k,E)[n]

∏
v resv

��

// 0

0 //
∏
v

E(kv)/nE(kv)

∏
v δv //

∏
v

H1(kv, E[n]) //
∏
v

H1(kv, E)[n] // 0

On appelle alors n-groupe de Selmer

Sel(n)(k,E) := Ker
(
ϕ : H1(k,E[n]) −→

∏
v

H1(kv, E)[n]
)
.

Le groupe de Tate–Shafarevich est quant à lui

X(k,E) := Ker
(
H1(k,E) −→

∏
v

H1(kv, E)
)
.

On déduit la suite exacte

0 −→ E(k)/nE(k) −→ Sel(n)(k,E) −→X(k,E)[n] −→ 0 ,

où chaque terme est un groupe fini et où∣∣∣Sel(n)(k,E)
∣∣∣ =

∣∣∣E(k)/nE(k)
∣∣∣ ∣∣∣X(k,E)[n]

∣∣∣ ,
ce qui implique

nr(E/k) =

∣∣∣Sel(n)(k,E)
∣∣∣∣∣∣E(k)tors/nE(k)tors

∣∣∣ ∣∣∣X(k,E)[n]
∣∣∣ .

Pour calculer le rang de Mordell-Weil r(E/k), il suffit donc de calculer le n-groupe de Selmer
et la n-partie du groupe de Tate–Shafarevich. C’est une entreprise difficile en général, mais
faisable dans certains cas, par exemple lorsque la courbe possède une isogénie rationnelle non
triviale et de petit degré. On pourra consulter [CFOSS08, CFOSS09] et leurs références pour
plus de détails.

Afin d’estimer le rang d’une courbe elliptique sur k = Q, on met en place une 3-descente
explicite. La méthode repose sur l’existence d’une isogénie rationnelle de degré trois. On
suppose donc que la courbe admet un sous-groupe rationnel d’ordre 3, ce qui autorise à
travailler sur un modèle affine de la forme y2 = x3 +D(ax+ b)2. On exhibe alors des espaces
principaux homogènes (en l’occurence, des formes cubiques explicites) comme éléments du
groupe de Selmer associé. La descente permet donc de transformer le problème consistant à
trouver une solution non triviale à l’équation de départ en un problème consistant à prouver
que des formes cubiques associées admettent (ou non) des solutions locales en toutes places.

Afin d’illustrer les bienfaits de ces calculs, on extrait de l’article [CoPa09] le résultat
suivant.

Théorème 5.1.1. Soit E une courbe elliptique de modèle affine y2 = x3 + p2, où p est un
nombre premier congru à 2 modulo 9. Alors r(E/Q) = 1.

Soit E une courbe elliptique de modèle affine y2 = x3 + p2, où p est un nombre premier
congru à 5 modulo 9. Alors r(E/Q) = 0.
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5.2 Majoration des rangs de Mordell-Weil

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k. Le rang du groupe de Mordell-Weil
A(k) reste encore aujourd’hui une quantité difficile d’accès. On obtient un résultat incondi-
tionnel de majoration de ce rang comme corollaire du résultat suivant.

Théorème 5.2.1. Soit g ≥ 1 un entier naturel. Soit k un corps de nombres de degré d.
Il existe deux réels c23 = c23(g) > 0, c24 = c24(g), tels que pour toute variété abélienne de
dimension g, définie sur k, on a

h(A/k) ≥ c23
1

d
logN0

A/k + c24

où N0
A/k est le produit des normes des premiers de k de mauvaise réduction pour A. On pourra

de plus prendre les valeurs explicites c23 = (12g)−12g12g
4g

et c24 = −1/c23.

Dans le cas où A est la jacobienne d’une courbe, la formule de Noether arithmétique
permet de prouver ce résultat en minorant l’invariant delta de Faltings, ce qui est possible via
[JoKr09] ou [Wil16]. La preuve du cas général proposée dans [Paz16b] est une réduction au cas
des variétés jacobiennes qui repose sur un théorème de Bertini avec hauteurs contrôlées, lequel
est obtenu dans [Paz16b] en utilisant des travaux de Rémond. L’inégalité (3.1) est utilisée deux
fois dans cette preuve. Notons cependant que Hindry et Pacheco ont donné parallèlement une
inégalité similaire (faisant intervenir les nombres de composantes du modèle de Néron) dans
[HiPa16], sans constantes explicites, et que Wagener [Wag16] a proposé par la suite une preuve
de ce résultat dans sa thèse avec des constantes plus raisonnables.

On obtient alors l’inégalité suivante comme corollaire du théorème 5.2.1 et du théorème 5.1
de [Rém10] page 775 (qui est un raffinement d’un résultat précédent de Ooe et Top majorant
le rang par la taille des mauvais premiers).

Corollaire 5.2.2. Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres
k de degré d et de discriminant ∆k. Soit r(A/k) le rang de Mordell-Weil de A(k). Il existe un
réel c25 = c25(d, g) > 0 tel que

r(A/k) ≤ c25 max{1, h(A/k), log |∆k|},

et on pourra prendre c25 = (12g)12g12g
4g

d3.

5.3 Régulateurs

Comparer des résultats valables pour les corps de nombres et des résultats concernant les
variétés abéliennes sur les corps globaux a été fécond en plusieurs occasions en théorie des
nombres. C’est la philosophie de ce paragraphe. Un exemple récent est le travail [HiPa16], où
une formule conjecturale à la Brauer-Siegel est proposée pour les variétés abéliennes.

Dans le même esprit, on cherche dans cette partie à montrer qu’on peut espérer voir le
régulateur des variétés abéliennes sur les corps de nombres jouir d’une propriété de Northcott
adaptée. La première étape est de comprendre comment le régulateur des corps de nombres
peut nous offrir l’énoncé de finitude suivant.

Rappelons qu’un corps de nombres k est dit CM s’il est une extension quadratique tota-
lement imaginaire d’un corps de nombres totalement réel F .
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Théorème 5.3.1. Il existe au plus un nombre fini de corps de nombres non-CM avec régulateur
borné.

La preuve est la suivante : si k désigne un corps de nombres de régulateur Rk, de dis-
criminant ∆k et de degré d, on utilise conjointement deux inégalités, la première, issue de
[Sil84, Fri89], du type Rk ≥ c26(d)(log |∆k|)s, où c26(d) > 0 et où on montre que l’exposant
s ≥ 0 est nul si et seulement si k est un corps CM. La seconde, issue de [Fri89] (voir aussi
Corollaire 1.10 page 150 de [AmDa99]), étant Rk ≥ c27d, où c27 > 0 est universelle. La conclu-
sion s’obtient en appliquant le théorème d’Hermite assurant la finitude des familles de corps
de nombres à discriminant borné.

On cherche à imiter cette stratégie pour l’étude du régulateur du groupe de Mordell-Weil
des variétés abéliennes. On sera donc intéressé par établir des inégalités du type

Reg(A/k) ≥ c28 h(A)α, (5.1)

où c28 > 0 ne dépend que de r(A/k), du corps de base k et de la dimension g = dim(A), et
où α ≥ 0 est nul si et seulement si A(k) n’est pas Zariski dense dans A, et

Reg(A/k) ≥ c29 r(A/k), (5.2)

où c29 > 0 ne dépend que de k et de g (mais pas du rang bien entendu). Ces inégalités
correspondent à ce que ce tableau comparatif suggère 1 :

Corps de nombres k Variété abélienne A/k

fonction zêta ζk(s) ↔ L(A, s) fonctionL
unités Uk ↔ A(k) points rationnels
rang rk ↔ r(A/k) rang

torsion (Uk)tors ↔ (A× Â)(k)tors torsion deA et duale Â
régulateur Rk ↔ Reg(A/k) régulateur
nombres de classes hk ↔ Card(X(A/k)) cardinal deX
log du discriminant log |DK | ↔ h(A) hauteur de Faltings
degré d ↔ g dimension
corps CM s = 0 ↔ α = 0 A(k) non Zariski dense
corps non CM s > 0 ↔ α > 0 A(k) Zariski dense

Malheureusement les inégalités (5.1) et (5.2) semblent encore hors de portée aujourd’hui.
On obtient tout de même les résultats suivant, conditionnellement à la conjecture 4.2.8.

Théorème 5.3.2. Supposons vraie la conjecture 4.2.8. L’ensemble des classes de Q- isomor-
phismes de variétés abéliennes simples A, munies d’un fibré ample et symétrique L, définies
sur un corps de nombres k, de dimension g de rang r(A/k) non nul et majoré, et RegL(A/k)
majoré est fini.

1. En observant le fait important que rk = r1 + r2 − 1 et d = r1 + 2r2 où r1 est le nombre de plongements
réels de k et 2r2 le nombre de plongements complexes.
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Théorème 5.3.3. Supposons vraie la conjecture 4.2.8. L’ensemble des classes de Q- iso-
morphismes de variétés abéliennes principalement polarisées A, munies d’un fibré ample et
symétrique L, définies sur un corps de nombres k, de dimension g, de rang r(A/k) majoré,
avec A(k) Zariski dense dans A et RegL(A/k) majoré est fini.

Comme expliqué dans [Paz16a], si on se concentre sur le cas g = 1 on peut remplacer la
conjecture 4.2.8 par la conjecture ABC dans les théorèmes 5.3.2 et 5.3.3.
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Chapitre 6

Encadrement doctoral

Ce chapitre présente brièvement les recherches effectuées jusqu’ici par mes étudiants en
thèse de doctorat.

6.1 Bruno Winckler

Encadré en collaboration avec Pascal Autissier (Bordeaux), Winckler a travaillé de 2012
à 2015 sur le problème de Lehmer elliptique et le théorème de Chebotarev explicite. Il signe
une thèse intitulée Problèmes de minoration de type Lehmer sur les courbes elliptiques CM,
soutenue le 20 novembre 2015 à Bordeaux. Son travail a donné lieu à deux prépublications,
Problème de Lehmer sur les courbes elliptiques à multiplications complexes, accessible via
https ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01493577v1, accepté pour publication chez Acta Arithme-
tica, et Théorème de Chebotarev explicite, accessible via https ://hal.archives-ouvertes.fr/hal-
00907410v1.

6.2 Martin Djukanovic

Encadré en collaboration avec Robin de Jong (Leiden), Djukanovic a travaillé de 2012
à 2017 sur des questions de minoration de hauteur sur les surfaces abéliennes, et sur des
isogénies explicites entre jacobiennes de courbes de genre 2 et produits de courbes elliptiques.
Il a soutenu sa thèse, intitulée Split jacobians and lower bounds on heights, le 1er novembre
dernier à Leiden.

6.3 Raymond van Bommel

Encadré en collaboration avec David Holmes (Leiden), van Bommel travaille depuis 2014
sur des questions d’ordinarité de courbes hyperelliptiques et sur des calculs explicites autour de
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Il signe une prépublication intitulée Inverse Galois
problems for ordinary curves, accessible via https ://arxiv.org/abs/1704.07608, acceptée pour
publication chez International Journal of Number Theory.
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6.4 Riccardo Pengo

Encadré en collaboration avec Ian Kiming (Copenhague), Pengo travaille depuis la rentrée
de septembre 2017 sur des conjectures de Boyd reliant mesures de Mahler et valeurs spéciales
de fonctions L.
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