Master CSI 1
Arithmétique 1

Feuille d’exercices n°® 4.

Frobenius sur Fs.
1. Faire la liste des polynomes irréductibles unitaires de degré 2 sur 3.
2. Quels sont ceux qui sont primitifs?

3. Soit Fg = F3() avec a? + a — 1 = 0. En utilisant le Frobenius, déterminez le polynome
minimal sur 5 de chacune des puissances de «

Si g = p" et a € F,, on appelle classe de conjugaison de a 'ensemble C'(«) = {o(a) : i > 0}
des conjugués de .
1. Expliquez pourquoi le corps Fys contient toutes les racines du polynome X2' —1 € Fy[X].

2. Soit a € Fye un élément d’ordre multiplicatif 21. Déterminez les classes de conjugaison de
tous les ¥, 0 < k < 20, et expliquez pourquoi elles forment une partition de I’ensemble
des racines du polynome X' — 1 € Fo[X].

3. Expliquez pourquoi les éléments d’'une méme classe de conjugaison ont méme ordre mul-
tiplicatif. Déterminez celui-ci dans le cas particulier précédent.

(Le Frobenius relatif). Soit K C L, avec K =F,, ¢ = p* et L =F,, ¢ = p'. Le Frobenius o
est défini par o(z) = 2P. On pose o, := o* et on l'appelle le Frobenius relatif a K.

Montrez que k divise [
Montrez que, pour tout a € L, a € K <= o,(a) = a.
Montrez que, pour tout a € L, o () est racine du polyndéme minimal de o sur K.
Application : K = Fg et [L : K] = 2. Soit # € L d’ordre multiplicatif 9.
(a) Partitionez I’ensemble des puissances de ( en classes de conjugaison relatives a K.
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(b) Montrez que 3% appartient a un sous-corps a 4 éléments de L. Quel est son polynome
minimal sur Fy ? En utilisant le Frobenius, montrez que 3% 4+ 5% = 1 et en déduire
le polynéme minimal de 3 sur Fs.

5. On suppose que K =TF,, ¢ = p*, et que [L : K] = 2. Soit 8 € L, on suppose que (3 ¢ K.
Montrez que le polynéme minimal de 8 sur K est le polynome (X — 3)(X — (7). En
déduire que 3 + 37 et 3177 appartiennent a K.

Soit v un élément non nul d’une extension K de [y, d’ordre r dans K*. Soit k le plus petit
entier tel que a € Fyx.

1. Montrez que k est 'ordre de 2 dans le groupe (Z/rZ)*.

Montrez que Fo(a) = For et que a n’est pas nécessairement primitif.
On suppose r = 3(4™ + 1) avec m > 1. Montrez que k = 4m.

Quel est le cardinal de la classe de conjugaison de a?

Quel est I’ordre multiplicatif de o ?

Quel est le cardinal de la classe de conjugaison de o ?

Montrez que « et o ne sont pas conjugués mais que o et a3 le sont.
1

S B A

Montrez que a et ™" ne sont pas conjugués.



