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Nombre de points rationnels des courbes

Gaél Rémond

ABSTRACT
Let F' be a polynomial in two variables with integer coefficients, let D be its degree and let
M > 3 be an upper bound for the absolute value of its coefficients. Then the number of rational
zeroes of I is either infinite or less than exp(5D4 (log M) (loglog M)). We prove this as a special
case of a result for number fields. The main new ingredient is an estimate for the theta height
of a Jacobian.

1. Introduction

Nous nous proposons de démontrer le théoréeme suivant.

THEOREME 1.1. Soit F € Z[X,Y] de degré D et soit M >3 un majorant de la valeur
absolue des coefficients de F. Alfrs Iensemble {(z,y) € Q? | F(z,y) = 0} est ou bien infini ou
bien de cardinal au plus exp(5”" (log M )(log log M)).

Nous expliquerons ci-dessous pourquoi la méthode employée conduit obligatoirement a une
borne de cet ordre de grandeur en D. On ignore s’il est nécessaire : le seul renseignement
connu sur la dépendance en D nous dit qu’elle doit étre au moins quadratique (ceci se voit
sur 'exemple élémentaire F' = [];_, (X — k)* + [[;_, (Y — k)? qui a n? solutions en degré 2n
voir (23] pour un raffinement avec D? + 6D zéros en degré D = 6n). En ce qui concerne le
parametre M, il devrait peut-étre disparaitre de la borne : ce serait en tout cas une conséquence
des conjectures de Lang sur les variétés de type général (voir [2]).

Le résultat précédent s’obtient en fait comme cas particulier d'un théoreme sur les corps de
nombres. Nous y utilisons la hauteur d’un polynéme (logarithmique, absolue et définie par des
normes du supremum a l'infini ; voir détails dans la partie suivante).

THEOREME 1.2. Soient K un corps de nombres et F € K[X,Y]| de degré D. Alors, si
Iensemble {(z,y) € K? | F(x,y) = 0} est fini, il est de cardinal au plus

exp(SD4 [K : Q]° max(heo (F),log |Ak/gls 1) log(heo (F') + 2)).

Ce théoreme concerne essentiellement les courbes de genre au moins 2. Celles-ci n’ont qu’un
nombre fini de points rationnels sur un corps de nombres comme ’a démontré Faltings en
1983 (ex-conjecture de Mordell). Nous bornons ici le nombre de tels points rationnels a partir
de la seconde démonstration due a Vojta et de la réécriture qu’en a donnée Bombieri (1991).
En explicitant cette approche (et a 'aide d’un résultat de David et Philippon, voir détails en
partie 10), nous avons obtenu dans [19] la majoration suivante : si C' est une courbe lisse sur

. Received 30 April 2009; revised 17 December 2009; published online 25 March 2010.
. 2000 Mathematics Subject Classification 11G30, 11G50, 14K15.



760 GAEL REMOND

un corps de nombres K de genre g > 2 alors
Card C(K) < (2%729[K : Q)gmax(1, hg))"tDe™

ol hy = h((;l)(Jac(C), Osym) est la hauteur théta de la jacobienne de C relative & la puissance
seizieme d’un translaté symétrique du diviseur théta et r le rang du groupe Jac(C)(K).

Notre tache ici sera de majorer hy et r en fonction de la hauteur de C et du corps
K. Nous rappellerons en partie 6 la définition de hy et donnerons un moyen pratique de
Pestimer. Mentionnons d’ores et déja que cette hauteur d’une variété abélienne est comparable
a la hauteur (intrinseque) de Faltings. En fait, Bost et David ont montré |hy — (1/2)hpat| <
clog(2 + hy) pour une constante explicite ¢ (leur manuscrit [1] a été repris par Pazuki, voir
[16] ; une version de ce résultat se trouve citée a la toute fin de [5]).

L’ingrédient principal de cet article est donc une majoration de la hauteur théta. Nous
utilisons la hauteur projective des variétés (voir partie suivante).

THEOREME 1.3. Soit C' une courbe lisse plongée dans ]P’% de degré D et de genre g alors
hS (Jac(C), Ogym) < m2™ (h(C) 4 1) oit m = 4g + 2D — 2.

Ce résultat permet de majorer la hauteur théta pour toute courbe lisse décrite comme un
fermé d’un espace projectif P". En effet, si la dimension n est au moins 4, on la fait tres
facilement chuter a 3. Le résultat suivant donne le controle de hauteur dans ce procédé.

PROPOSITION 1.1. Soient K un sous-corps de Q et C une courbe lisse plongée dans P%.
avec n > 4 de degré D. Il existe un plongement de C dans ]P’% de degré D et de hauteur
h(C — P3) < h(C — P") +4Dlog(n + 1)*D. Si K = Q alors on peut prendre h(C — P?) <
h(C < P™) +12Dlog(n + 1).

Nous nous tournons maintenant vers l'estimation du rang. Celle-ci se base sur une
démonstration effective du théoreme de Mordell-Weil faible. Ce travail a été effectué par
Ooe et Top en 1989 (voir [14]). Nous corrigeons légerement les calculs de leur article dans
la proposition 5.1 ci-dessous. Nous obtenons ainsi une borne pour r + 1 dont il faut signaler
deux caractéristiques.

D’une part, elle est toujours plus grande que 289° ot fournit par conséquent le terme principal
dans les majorations des théoremes 1.1 et 1.2. En effet, on ne peut faire mieux que de majorer
g par (D —1)(D —2)/2 ce qui fait que 289" est de Dordre de 4P et I'on a écrit 52" pour
absorber les termes secondaires. Ceci nous montre en particulier que méme une amélioration
significative de la borne pour CardC(K) ne changera pas la dépendance finale en D si ladite
borne excede e”. Or la méthode suivie semble naturellement conduire a une exponentielle du
rang car (voir [19]) on majore en fait le cardinal de C'(Q) N T pour un groupe I' de rang fini
r de la jacobienne J (on spécialise ensuite I' = J(K)) et ce groupe n’intervient que pour deux
arguments de géométrie euclidienne élémentaire dans I' ® R : il s’agit de recouvrir 'extérieur
d’une boule fixée par de petits cones et son intérieur par de petites boules; dans les deux cas,
le nombre nécessaire dépend exponentiellement de r = dimI’ ® R (par exemple le nombre de
boules de rayon p nécessaires pour recouvrir une boule de rayon R excede (R/p)").

D’un autre c6té, la borne pour r + 1 fait intervenir (outre le genre g et le corps K') la mauvaise
réduction de J. Dans [14] apparait le conducteur de la variété abélienne J mais un examen
de la preuve montre que le radical de celui-ci suffit. Il s’agit donc simplement du produit des
idéaux entiers ou J a mauvaise réduction et ceci se majore tout aussi bien sur la courbe C.
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Nous contrdlons donc ici le conducteur et son radical (ceci utilise notamment un résultat
effectif dans le théoreme des zéros de Hilbert da a Krick-Pardo—Sombra ainsi qu’une estimation
de Lockhart-Rosen—Silverman).

THEOREME 1.4. Soient K un corps de nombres et C' une courbe lisse plongée dans P3.
de degré D et de genre g. On note S I’ensemble des places de K ou la courbe C' a mauvaise
réduction et Ny € N le produit des normes des premiers de S. Alors on a log Ny < 2'' D5
[K : Q] max(h(C), Dlog |Ak gl, D?) et log N /o(Njac(cy k) < 12¢%[K : Q]log N.

Enfin tous les résultats auxiliaires cités jusqu’ici concernent les courbes lisses. Pour obtenir
les théoremes 1.1 et 1.2 il nous faut traiter du cas des courbes singulieres. On se ramene
aisément au cas d’un polynome irréductible et on emploie le résultat suivant.

THEOREME 1.5.  Soient K un corps de nombres ou Q, F € K[X,Y] un polynéme irréduc-
tible dans Q[X,Y] de degré D et C' la courbe lisse birationnelle au schéma des zéros de F. 11
existe un plongement de C' dans P3, de degré au plus max(D, D(D — 2)) et de hauteur au plus

3

log |A
DP* =3 (6hao (F) + 9D?) + 5D7L| x/al

(K- Q]

(si K = Q ce dernier terme doit étre compris comme nul).

Signalons encore que nous avons négligé jusqu’ici le cas des courbes de genre 0 ou 1 et
que, si le premier ne présente pas de difficultés, nous aurons besoin dans le second cas d’une
estimation de la torsion des courbes elliptiques sur un corps de nombres. Nous utilisons pour
cela un théoreme de Petsche (voir proposition 10.2).

Faisons une ultime remarque sur les calculs. Si nous avons pris soin d’identifier le terme
principal de la borne finale et de ne pas le dépasser (voir plus haut), nous n’avons pas en
revanche cherché a optimiser tous les résultats intermédiaires et avons parfois majoré largement
des termes destinés a étre secondaires.

La partie suivante introduit l'outil fondamental de tout ce travail a savoir les hauteurs.
Nous décrivons les hauteurs que nous utiliserons : des points, des polynoémes, des variétés. .. et
leurs propriétés. Dans la partie 3 nous montrons la proposition 1.1 au moyen d’une projection
linéaire suffisamment générale et de petite hauteur. Ensuite le théoreme 1.5 est établi dans la
partie 4. Nous suivons pour cela 1’évolution de la hauteur dans le procédé de normalisation.
Nous décrivons un espace F(é’ , L) pour L trés ample & Uintérieur du corps des fonctions de
C. Bien que cet espace soit linéaire, les équations obtenues pour le définir (via une cloture
intégrale) sont polynomiales. Nous utilisons donc un résultat d’intersection pour controler la
hauteur de I‘(C‘,ﬁ) (proposition 4.2) avant d’appliquer un lemme de Siegel qui fournit des
sections de petite hauteur plongeant C. Dans la partie 5, nous montrons le théoreme 1.4 puis
nous revenons sur la majoration du rang (proposition 5.1).

L’estimation de la hauteur théta (théoreme 1.3) occupe les quatre parties suivantes. Notre
approche consiste a travailler le moins possible sur la jacobienne et a ramener tous les calculs
sur une puissance de la courbe. Ceci est rendu possible par la proposition 6.1 qui exprime la
hauteur théta a l'aide d’une fonction rationnelle f. Celle-ci se définit a travers son diviseur
div(f). Il s’exprime naturellement sur J mais nous montrons dans la partie 7 comment le
contrdler sur C9 & partir d'un fermé L, C C?" que I'on peut voir comme le graphe de la
relation d’équivalence linéaire dans C™ x C™ (pour n quelconque). Nous majorons ensuite
(partie 8) le degré et la hauteur de L,. L’estimation de la hauteur théta elle-méme occupe
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la partie 9 : il s’agit d’évaluer f en certains points de torsion et pour cela il faut majorer la
hauteur de polynémes représentant f. Enfin une derniere partie montre comment déduire les
théoremes 1.1 et 1.2 des résultats précédents.

2. Outils : hauteurs

Nous rappelons ici un certain nombre de définitions (tres classiques) de hauteurs variées et
rassemblons ensuite divers lemmes techniques.

Nous définissons la hauteur d’un (n + 1)-uplet de nombres algébriques x = (zg, ..., x,) par
(Ko : Q]
h(zx) = E —————log ||z||,

v
ou K est un corps de nombres contenant les x;, I'indice v parcourt les places de K auxquelles on
associe des valeurs absolues | - |, normalisées par |p|, € {1,p,p~1} pour tout nombre premier
p et

1/2
lz]|, = max |z;|, siv foo et |z|, = Z EA siv | oo.
0<i<n -
o<isn
Nous utiliserons la variante suivante de la hauteur
K, :
heo(z) = Z Ko : Qo) log max |z,

[K : Q) 0<i<n

v

qui vérifie visiblement hoo () < h(z) < hoo(2) 4 3 log(n + 1). De plus ces deux hauteurs sont
projectives et induisent donc des hauteurs sur P*(Q) que nous notons de la méme maniere.

Nous aurons également besoin de plusieurs hauteurs sur les polynomes a coefficients dans
Q. Si P désigne un tel polynome, nous notons h(P) et hoo(P) les hauteurs correspondantes
de la famille de ses coefficients. Pour un polynéme homogene nous verrons encore intervenir la
hauteur modifiée hy, (P) : si P € Q[Xo, ..., X,] homogene de degré D s'écrit > pmm (oul m
parcourt les monomes de degré D) alors hy, (P) est définie comme h(P) & ceci prés que pour
une place infinie v la norme ||P||,, est remplacée par

171, = @ (ﬁ)_1|pm|5> -

oll (ﬁ) désigne le coefficient multinomial, autrement dit le coefficient de m dans (Xo +
o X)P.
Les principales comparaisons entre ces hauteurs sont données par :

heo(P) < W(P), hun(P) < h(P), hm(P) < hoo(P) + Vi et h(P) < hoo(P) + %10% <Din>

ou dans les deux dernieres formules on suppose P homogene de degré D en n + 1 variables.
Ici les deux inégalités entre hoo(P) et h(P) découlent de celles sur les points, la majoration
hm(P) < h(P) est évidente tandis que la derniére vient du lemme 5.2 page 300 de [21].

Nous emploierons encore la notion de longueur d’un polynome a coefficients dans Z
définie comme la somme des valeurs absolues de ses coefficients. Pour illustrer un usage
typique de la longueur, considérons P € Z[Xy,..., X,, Yo, ..., Y] homogene de degré D en
les variables Y, ..., Y, ; alors si 4o, . .., ym € Q le polynéme Q = P(Xoy. oy X0, 90,y Ym) €
Q[Xo, ..., X,] satisfait h(Q) < Dhoo (Yo, - - -, Ym) + log L o1 L est la longueur de P. En pratique
on suit I’évolution de la longueur sur des calculs polynomiaux et ’on applique seulement in
fine une spécialisation de ce type pour passer a la hauteur (voir notamment les démonstrations
des propositions 4.2, 8.2 et 9.1).
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Apres les points et les polynémes, nous en venons aux variétés. On peut distinguer deux
approches pour définir la (méme) notion de hauteur d’un sous-schéma fermé integre de
P2 : T'une transite par la forme de Chow (en suivant Philippon), l'autre par la théorie de
I'intersection arithmétique (en suivant Faltings, Bost, Gillet, Soulé). Ici nous nous plagons
dans la premiere et utilisons [20] comme référence. Soient donc X C Pg integre et I sa forme
de Chow. Il s’agit d’'un polynéme multihomogene en dim X + 1 groupes de n + 1 variables,
de degré deg X en chaque groupe. La hauteur h(X) de X se définit comme une hauteur du
polynéme F' mais malheureusement elle differe encore des hauteurs déja introduites. Nous la
noterons hS:ilimX+1(F ), ott S, 11 C C" ! est la sphere unité, car elle s’obtient en remplagant

+1
dans Uécriture de h(F) la norme || - ||, pour v infinie par M, (F) avec

n

log M,(F) = (dim X + 1)(deg X) ) _ 1y

iRl
2] Jggimxt

j=1

oll ¢ est la mesure invariante de masse totale 1 sur Ssiﬂxﬂ (voir [20, p. 96]). De cette facon,
si nous notons encore M, (F') = | F|, pour v finie, nous avons

h(X) = hsiileJrl(F) = Z [ﬁgig]v]long(F)

v

pour un corps K contenant les coefficients de F'. Il est important de noter ici que si x est un
point fermé de ]P’% alors sa hauteur h(x) comme sous-schéma fermé coincide avec celle définie
plus haut.

Finalement on définit la hauteur h(X) d’un fermé quelconque de ]P’(% comme la somme des
hauteurs de ses composantes irréductibles.

Nous citons un lien entre la hauteur d’un fermé X et la hauteur de ses points.

PROPOSITION 2.1. Soient X un sous-schéma fermé intégre de IP)% et € > 0. Les points de

X (Q) de hauteur < h(X)/deg X + e sont denses dans X et il existe un point de X (Q) de
hauteur au plus h(X)/(dim X + 1) deg X + e. Par ailleurs, pour tout sous-schéma fermé non

vide Y de Py, il existe un point de Y (Q) de hauteur au plus h(Y) et les points de Y (Q) de
hauteur au plus h(Y') + € sont denses dans Y.

Démonstration. On rappelle que I'on nomme minimum absolu de X I'infimum des hauteurs
des points de X et minimum essentiel I'infimum des réels A tels que les points de X de hauteur
au plus h sont denses dans X. On les note p*P5(X) et u®*(X). La premiere partie de I’énoncé
signifie alors exactement p®%(X) < h(X)/degX et p***(X) < h(X)/(dim X + 1)deg X. Or
un théoréme de Zhang [27, (5.2)] permet d’affirmer p®%(X) + (dim X ) (X) < h(X)/deg X
(voir aussi [4, p. 522]). Ceci nous donne le résultat puisque I'on a évidemment 0 < p*P(X) <
1% (X). La seconde partie résulte de la premiere si Y est integre (avec deg > 1 et dimY > 1
si I'on traite séparément le cas évident ot Y est un point). Le cas général suit alors facilement
par additivité de la hauteur des composantes irréductibles. 0

Nous donnons maintenant une version du lemme de Siegel, a la fois sous sa forme classique
(sur un corps de nombres) et absolue (sur Q). On rappelle que la hauteur de Schmidt hg (V)
d’un sous-espace V de Q" est la hauteur de ses coordonnées grassmanniennes (autrement dit
la hauteur d’un point non nul de la droite AY™ V'V dans AY™V Q™ identifié a Q(dirz V)) On
pose 0 = log |Af/ql/2[K : Q] lorsque K est un corps de nombres et pour unifier les énoncés
on pose dg = 0.
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LEMME 2.1. Soit K un corps de nombres ou Q. Soit V un sous-espace vectoriel de K"
de dimension d. Il existe une base x1,...,xq de V telle que h(xz1) + ...+ h(zq) < hs(V) +
(d/2)logd + di.

Démonstration. La version sur Q suit du théoreme de Zhang cité dans la preuve précédente,
comme il est expliqué dans [4, p. 523-524]. On trouve une base telle que

h(z1)+ ...+ h(zg) < h(V)—|-€—h5( )—|—Z_:Z2£+ - +Zi_~_€

ol V est I'image de V dans P"~'(K). On utilise alors ¢ = (d/2)(logd — Z?ZZ +) pour conclure
(onae>0desqued>2etsid=1alors V est un point donc & = 0 convient). Pour un corps
de nombres, il s’agit de la version avec normes euclidiennes du lemme de Bombieri—Vaaler qui
est évoquée par J. Thunder (voir [24, p. 258]). On peut aussi spécialiser au cas commutatif le
résultat de la proposition 8.1 de [12] avec vol(O) = \/|Af gl et I'estimation p. 572. O

Nous utilisons des a présent ce lemme pour controler des générateurs de I'ensemble des
éléments de degré donné de 'idéal homogene d'un fermé de P™.

PROPOSITION 2.2. Soit K un corps de nombres ou Q. Soient X un sous-schéma fermé
réduit de P, I son idéal homogéne et D un entier. Il existe des générateurs de Ip dont la
somme des hauteurs est au plus

<DZ”> <Dh(X) F oK+ %log <D:">> .

Si X est de plus irréductible, on a le résultat avec la borne
D +dim X D+n 1 D +n
D< dim X >h(X)+< " )<5K+210g< " >>

Démonstration. Notons d la dimension de Ip C K[Xy,...,X,|p. Par le lemme, 1’énoncé
vaut avec la borne hg(Ip)+d(6x + 3logd). 1l s'agit donc de majorer hg(Ip) et d. Bien
entendu, nous avons d < dim K[Xo, ..., X,]p = (D:"). De plus en cas d’égalité, le résultat
est évident (il y a une famille de générateurs de hauteur nulle) donc nous pouvons supposer
d< (D+”) Ceci permet de remplacer notre borne par

he(Ip) — & + (DZ”> <5K n %log (D:”»

pour un certain &’ suffisamment petit. Nous utilisons maintenant le fait (proposition 2.1) que
les points de X de hauteur au plus h(X) + & sont denses dans X. Si I'on note £ cet ensemble
de points, on a donc (X étant réduit)

Ip ={P € K[Xy,...,Xu|p|Vye& P(y) =0}

En d’autres termes l'orthogonal de Ip dans le dual (K[Xy,...,X,]p)* est engendré par les
familles y” pour y € £ ot y” désigne la famille des monomes de degré D en des coordonnées
de y. Chaque famille est de hauteur au plus D(h(X) + ¢) et d’apres U'inégalité de Hadamard

hs(Ip) = hs(Ip) < (dim I5)D(h(X) + ¢).
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—1
On majore alors simplement dim If; par (D:”) et I’on choisit ¢ = D! (D:”) ¢’ pour conclure
dans le premier cas. Dans le second, on raisonne de méme en améliorant deux estimations : d’une
part la proposition 2.1 permet de remplacer h(X) par h(X)/deg X et d’autre part le théoréme

principal de [3] montre que la fonction de Hilbert dim I3 est majorée par deg X (P14 Y). O

Nous utiliserons fréquemment le résultat d’intersection suivant.

ProPOSITION 2.3. Soit X un sous-schéma fermé de }P’(%. Soient Py, ..., Ps des polynémes
homogénes de Q[Xo, ..., X,] de degré au plus D et de hauteur modifiée au plus H. Si V est
la famille des composantes irréductibles de I'intersection Y de X avec les zéros de Py, ..., P,
alors

Z DdimV degV < DdimX degX
vey

et, en notant d = min{dim V' | V € V},

Z pImVHLyyy < pIm X+ (XY 4 (dim X — d) D™ X (deg X)H.
vey

En particulier, deg Y < D™ X—=d deg X et

A(Y) < DI X=p(X) + (dim X — d)DI™ X471 (deg X) H.

Démonstration. Si X est irréductible, si s =1 et X n’est pas contenu dans le fermé des
zéros de P alors on a dimV = dim X — 1 pour tout V € V puis

Z degV < Ddeg X et Z h(V) < Dh(X) + (deg X)H
vey vey

(voir le théoreme 3.4 et le corollaire 3.6 de [20]). Bien entendu si X est contenu dans les zéros
de P; alors Y = X. Dans le cas général, nous allons démontrer un résultat un peu plus précis
que celui de I’énoncé : en notant Vy la famille des composantes irréductibles de X, nous aurons

Z DdimV degV < Z Dding degVo
vey Vo€Vo

et

> DImVHRpV) < Y DI R(1) + max (dim Vy — dim V) D™ Yo (deg Vo) H.
vey VoeVo VCcvg

Ces relations entrainent clairement la proposition. Pour les établir, nous procédons par
récurrence sur s. Lorsque s = 1 il suffit d’appliquer les majorations obtenues ci-dessus pour
X irréductible & chaque composante V. On notera de plus que dans ce cas {dim Vj — dim V' |
VeV, V.c Vy} vaut {0} ou {1} selon que les zéros de P; contiennent ou non Vj. Supposons
maintenant nos estimations connues pour s — 1. Nous notons V; la famille des composantes de
I'intersection de X avec les zéros de P;. Par hypothese de récurrence et le cas s = 1, nous savons
donc controler degrés et hauteurs d’une part de V en fonction de V; et d’autre part de V; en
fonction de V. Il reste a combiner ces inégalités. Pour les degrés, nous avons immédiatement

ZDdideegV < Z DdimV1 degV1 < Z Dding degVO
vey Viev: Vo€Vo
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qui donne la relation cherchée au rang s. Pour la hauteur nous majorons d’abord

ZDdimVJrlh(V) _ Z DdimV1+1h(V1)

vey Viev:
<> max (dim Vi — dim V) D™ Vi (deg Vi) H
Viev: veva

<> D> max (dim Vi — dim V) D™V (deg Vi) H

VoEVy Vi€V VCVvy
ViCVy

: T dim Vi

< E pomax (dimV; — dim V) E D (degVh)H
VoEVy VCViCVy Vievy
VicVy

1 o dim V(
< Y e (dim Vi — dim V) DUV (deg Vi) .
Vo€V, VCViCVy

Nous ajoutons ensuite a cette inégalité

Z DdimV1+lh(Vl) g Z Ddinlv0+1h(%) + 511635( (dlmVQ _dim‘/]_)DdthO(deg‘/b)H.
Vievy VoEVo ViCV(lj

Nous obtenons alors le résultat en vertu de

max (dimVp —dim Vi) + max (dimV; —dimV) < max (dim Vp — dim V')

Viev, VEV, VieEV,
VicVp VCVvicV VCvy
(on rappelle que dim V — dim V; est une constante dans le premier maximum). |

On appelle projection standard un morphisme P"\ V{X, ..., X; } = P° qui consiste
simplement a oublier certaines coordonnées.

PROPOSITION 2.4. Soient X un sous-schéma fermé de ]P’(% et Y I'image de X par une
projection standard. Alors degY < deg X,

R(Y) < h(X) + 3(dim X + 1)(deg X)log(n + 1)

et h(Y) < (dimY + 1)Ah(X).

Démonstration. Pour la premiere partie voir le lemme 2.6 de [11]. Pour la seconde, par
le théoreme de Zhang [27, (5.2)] (voir démonstration de la proposition 2.6), h(Y) < (dimY +
1)(degY)p(Y). Comme la hauteur des points décroit par projection standard, pu®s(Y’) <
1 (X). Enfin, & nouveau par I'encadrement de Zhang, on a (deg X)u®(X) < h(X). Cela
donne le résultat. U

Nous étudions maintenant le comportement de la hauteur par un automorphisme de P".

PROPOSITION 2.5.  Soient M une matrice de GLy,4+1(Q), X un fermé de IF’% et Y son image
par automorphisme P — P™ donné par M. Alors

hY) < W(X) + (dim X + 1)(deg X)(hoo (M) + 3log(n + 1)).
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Démonstration. Il n’y a pas de restriction a supposer X integre. Soit alors F' sa forme de
Chow et G celle de Y. En notant (a;;) les coefficients de M, on a alors pour une place infinie v

log M,(G) = (dim X + 1)(deg X) ; % J‘Sd‘mx+1 log |F (kzo ;2 ) | o
= - i

v

ot 1<i<dimX +1 et 0<j<n. Ensuite, si F=)_ pmm ol m parcourt les monomes
de multldegre (5—(degX, degX) eNdlmX'H alors  |pmly < (i)Mv(F) donc  pour
2 € (Cy)EmXH on a |F(2)l < Xy (2)ml2l) Mo (F) = Mo(F) T (27 +- . +
|z§f)| )dee X+ il suit que pour z € nglx“ on a

deg X

i=1

n ] dim X+1
(Z akﬂ;ﬁ-”) <M(F) ] D0 laksl
k=0 ij k,j

v

< My (F)((n+ 1)% maxay|,) (4m X des X,
Z’j

Enfin, en majorant > par log(n + 1), il vient

j=1 2]
M, (G) < My(F)((n+1)° max |aij‘v)(dimx+1)degx
Z’j

et cela donne le résultat, avec une estimation immédiate aux places finies. [

Nous citons pour mémoire le résultat donnant la hauteur d’un produit.

LEMME 2.2. Soient ¢ : P2 x PZ — P2H™H™ Jo plongement de Segre, X un fermé de P2,
Y un fermé de Pg et Z = (X xY). Alors

dim Z
deg Z = (dim X) (deg X)(degY")

et
dimZ +1 dimZ +1
Z) = Y)h(X X)h(Y).
@) = (T e + (U ) ew 0m(r)
Démonstration. Voir par exemple [20], page 103 et corollaire 2.4 page 105. [

Terminons cette partie par une estimation de la hauteur d’une courbe plane.

~ LEMME 2.3. Soient F' un polynome homogene de degré D et irréductible dans
Q[Xo, X1, X3] et C la courbe de ]P% qu’il définit. Alors

h(C) < hoo(F) + 2D.

Démonstration. D’apres la derniére formule du théoréme 3.4 page 112 de [20], nous avons
h(C) = hgs(F)+ D/2. De plus

Kv: v Kq): v 2 1
ha(F) = %j wbgwﬁ;[m%m o8 Rl + DY o
v foo v|oco 3 j=

D+2 D
ghoo(FH—log( - >+3

2 4

par un calcul direct. Il reste seulement a majorer (DS'Q) <3P <exp(5D/4). OJ
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Remarquons en complément & ce lemme que si nous plongeons P? dans P? comme un plan
de coordonnées alors h(C — P?) = h(C < P?) pour toute courbe plane C (voir la remarque
sur I'ajout de variables muettes [20] page 97).

3. Lemme de projection

Nous montrons la proposition 1.1. Nous nous plagons sous ses hypotheses.

LEMME 3.1. Il existe un fermé irréductible X de P, de dimension au plus 3 et de degré au
plus (n+ 1)(n + 2)D? — 2(n + 1)D contenant toutes les sécantes de C' et toutes les tangentes
acC.

Démonstration. Notons A la diagonale de C' x C et Z le fermé de (P™)? correspondant aux
triplets de points alignés. Alors A x P* C Z et sil’onnote Y = (Cx C xP")NZ\ A xP" =
((Cx C\A)xP")N Z alors 'union des sécantes de C' coincide avec p3(Y'). Les fibres de
la projection p1o: Y — C x C'\ A sont toutes de dimension 1 donc dimY = 3. De plus YV
est irréductible car tout point y € Y a un voisinage isomorphe & un ouvert de C' x C' x P!
(en paramétrant les sécantes localement). Par ailleurs dim A x P* =n + 1 > 3. I suit de cela
que (C'x C x P")N Z a exactement deux composantes irréductibles qui sont A x P" et Y.
Montrons que X = p3(Y) = p3(Y) convient. Par construction, il contient les sécantes de C';
en outre les tangentes a C' sont contenues dans l’adhérence des sécantes (car sur C on peut
écrire une tangente comme limite de sécantes). Enfin pour le degré on a : deg X = degp3(Y) <
degY = deg(C x C x P*) N Z — deg A x P". Ici les degrés sont calculés dans le plongement
de Segre (P")? — P(n+1)°-1 (ce qui fait de ps3 une projection linéaire et justifie I'inégalité).
Maintenant deg(C' x C' x P") = ((n +2)!/n!)D? et deg(A x P") = (n+1)deg A = 2(n + 1)D
(voir lemme 2.2). De plus Z est défini dans (P")® par I’annulation de mineurs 3 x 3 qui
deviennent des formes linéaires sur P("*1°~1 donc deg(C x C xP")NZ < deg(C x C x P™)

et ceci donne l'estimation de deg X. |

Il reste a faire une projection depuis un sous-espace linéaire qui ne rencontre pas X.

LEMME 3.2. Sous les hypothéses de la proposition 1.1, il existe une matrice M de
GL,1+1(K) avec hoo(M) <log(((n+1)(n+2)/2)D? — (n+1)D) en général et hoo(M) =0
si K =Q telle que la composée de C — P}, de lautomorphisme P}, — P} défini par M
et de la projection linéaire standard de P% \ V(Xo, X1, X2, X3) sur P3 est une immersion
fermée.

Démonstration. Notons x l'automorphisme défini par M. D’apres [7, proposition 3.4,
p. 309] il suffit de vérifier que x~(V (Xo, X1, X2, X3)) ne rencontre aucune sécante ni tangente
a C autrement dit x(X)NV(Xg,...,X3) =0 avec X défini dans le lemme précédent. La
proposition 2.2 de [22] montre que 1'on peut choisir M & coefficients dans Z de valeurs absolues
au plus deg X/2. C’est le résultat pour un corps quelconque. Pour Q on peut choisir M &
coefficients dans les racines de 1'unité d’olt hoo (M) = 0. U

Démonstration de la proposition 1.1. D’apres les propositions 2.4 et 2.5 et le lemme
précédent, nous avons l'estimation de hauteur : h(C — P?) < h(C < P") + 2D(hoo(M) +
6log(n+1)). Pour K # Q on majore hoo (M) par 2log(n + 1)D et ceci est le résultat. O
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4. Normalisation

L’objectif est ici de démontrer le théoreme 1.5. Nous commengons par une réduction facile.
On note G(X,Y, Z) = ZPF(X/Z,Y/Z), de méme hauteur que F, et C la courbe définie par G
dans P%. Si C est lisse, le théoréme devient tres facile (on plonge C' < P? < P3 et 1'on utilise
le lemme 2.3 avec la remarque subséquente). Nous supposerons donc que C' est singuliere. Ceci
nous permet de supposer dans la suite de cette partie D > 4. En effet si D < 3 et si C n’est
pas lisse alors D = 3 et C est une cubique singuliere. Elle a un unique point singulier qui est
donc rationnel sur K. On en déduit C ~ PL et il n’y a aucune difficulté & plonger P! dans P?
(degré 1, hauteur 0).

LEMME 4.1. Quitte a augmenter ho,(F) d’au plus D?, nous pouvons supposer que le point
(0:1:0) n’appartient pas a C et que la droite Z = 0 ne contient pas de point singulier de C'.

Démonstration. Nous choisissons a € K tel que G(a, 1,0) # 0 puis § € K tel que la droite
7Z = (X — aY’) ne rencontre C' qu’en des points lisses. Dans le premier cas, il s’agit d’éviter
au plus D valeurs pour a donc nous pouvons choisir « € Z et |a] < (D + 1)/2. Dans le second
cas, comme pour [ variant le point commun des droites est (a:1:0) & C, il s’agit d’éviter
au plus (D —1)(D —2)/2 points (car le nombre des points singuliers de C' est au plus égal
A son genre arithmétique, voir [7, 1.8(a), p. 298]). Par suite 3 € Z et |8| < (D? —3D +4)/4
est possible. Maintenant, en posant H(X,Y,7) = G(X + aY,Y, X + Z), nous voyons que la
courbe C’ définie par H, isomorphe & C, vérifie les hypotheéses de I’énoncé. Nous remplacons
donc F par H(X,Y,1) et il reste & montrer hoo (H) < hoo(G) + D? pour conclure. Pour une
place finie |H|, < |G|, car o, 3 € Z tandis que pour une place infinie |H|,|G|; ! est inférieur
a la longueur du polynéme ((X + |a|Y) +Y + (|8|X + Z))P c’est-a-dire (3 + |a|+ |])”. On
conclut en majorant facilement log(3 + |a| + |3|) par D. O

Remarque : sur Q on peut faire un peu mieux en prenant pour « et 3 des racines de 1'unité.

Dorénavant, nous supposons que C' satisfait les conclusions du lemme. Nous allons plonger
sa normalisée C' dans P? en controlant sa hauteur en fonction de ho(F) et, in fine, nous
remplacerons ho, (F) par hoo (F) + D? pour couvrir le cas général et obtenir le théoréme 1.5.

Nous notons E le diviseur découpé par Z =0 et F = (D — 2)E. Comme ces diviseurs
sont a support dans le lieu lisse de C, nous pouvons également les voir comme diviseurs de C.
En outre deg(E) = D(D — 2) donc deg(E) > 2g + 1 ot g est le genre de C (inférieur au genre
arithmétique (D — 1)(D — 2)/2 de C). Par conséquent E est tres ample sur C' (voir [7, p. 308))
et nous allons utiliser ce diviseur pour plonger C.

Quitte & multiplier I par une constante non nulle, nous supposons pour simplifier G(0,1,0) =
1. Nous notons encore K(C) = K(C) le corps de fonctions de notre courbe, z,y € K(C) les
éléments donnés par = X/Z, y="Y/Z puis A= K[z,y] C K(C) et A la cloture intégrale
de A dans K(C). Enfin A € K|[z] sera le discriminant de F(z,Y") (polynéme unitaire en Y &
coefficients dans K[z]| de degré D).

Nous voyons les sections de O¢/(E) et Ox(E) comme éléments de K (C') (le faisceau O¢(—FE)
est I'idéal de E inclus dans O¢ ce qui fixe une inclusion O¢ C O¢/(E) et donc de O¢(E) dans
le faisceau constant de fibre K (C) voir [7, p. 144-145] ; la méme chose vaut pour C).

PROPOSITION 4.1. Dans K(C') nous avons

P(x,y)
A

r(é,oé(E))zjm{ | P e K[X,Y], degP<degA+D—2}.
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Démonstration. Commencons par rappeler 'inclusion A € A=A : on Pobtient facilement
en écrivant que Tr (¢ i (2)(2y") € K|z] pour z € A (voir Pargument donné page 264 de [26]).
Notons ensuite que, comme X ne s’annule pas sur Supp(Es) (du fait de 'hypothese (0: 1 :0)
¢ C), Ex est exactement le diviseur des poles de z € K(C) et, plus généralement, le diviseur
des poles de P € K|[z] est (deg P)E+. Maintenant par définition A est anneau des sections
de (’)C sur louvert C'\ Supp(Es) et A celui de Og sur C \ Supp(E ). Par conséquent, pour

> 0, V'espace I'(C, Oc(nE+)) coincide dans K (C) avec les éléments s de A tels que sz~" n’a
pas de poles sur Supp(Fy ). La méme description vaut pour I(C,0p &(nEy)) en remplagant
simplement A par A. En utilisant A ¢ A=A il vient :

I'(C,05(nEy)) = AN { Z’ seAet —n sans poles dans Supp(Eoo)}

Ax
~ s s A
=AnN { K‘ seAet Sdeg Agn S2DS poles dans Supp(Eoo)}

=An { i‘ s €T(C,0c((deg A + n)Eoo))} .
Pour conclure, il va nous suffire de montrer pour n > D — 2
['(C,0c(nEy)) ={P(z,y) | P € K[X,Y], deg P < n}.

Puisque O¢(FE4) est la restriction de O(1) de P2 & C, ceci revient & montrer la surjectivité de
I’application

7 :T(P?,0(n)) — T'(C,0(n)|c) =T(C,0c(nEy))

(on notera que Z™ s’envoie sur 1 lorsque 'on voit les sections de O¢(nEy) dans K(C)).
Le noyau de 7 est I'(P?,O(n — D)) puisque l'idéal de C est engendré par un polynéme de
degré D donc de dimension (”#;H) pour n > D — 2. Par suite le rang de ¢ est (";rz) —
("Dt =nD +1— (D - 1)(D — 2)/2. Finalement ceci est bien la dimension de I'(C, O(n)|¢)
d’apres Riemann-Roch (voir [7, 1.9(d), p. 298]) car deg O(n)|c =nD > D(D —2) > (D — 1)
(D—-2)—2. O

Nous identifions & présent U'espace V = {P(x,y)/A | P € K[X,Y], deg P < deg A+ D — 2}
avec KN ot N +1 = D(degA + (D —1)/2) en choisissant comme base les A~1zy/ avec
i+j<degA+D—2et0<j<D—1. Nous pouvons alors estimer la hauteur (de Schmidt)
du sous-espace ANV de V.

PROPOSITION 4.2. Avec les conventions ci-dessus nous avons

hs(ANV) < DP° 92D hoo (F) + log 16).

Démonstration. L’idée consiste & écrire des équations polynomiales pour A NV en utilisant
les formules de Newton (pour celles-ci voir par exemple [9, p. 140]). Si nous notons ¥ 'ensemble
des plongements de l'extension K(C)/K(x) dans une cléture normale alors un élément s €
K(C') appartient & A si et seulement si pour tout m avec 1 < m < D on a Yooeno(s™) € Klz] :
cela vient des formules suscitées que I’on peut inverser puisque Q C K|[z]. Ecrivons maintenant
un élément s de V sous la forme s = ZJD "A- LPj(z)y? on Pj(x) = Zf:éj*%j u;jz* (nous
abrégeons dans toute cette démonstration § = deg A). Alors

D—-1 m
Z — AT Z Z (HP1 > Z ( ]1+"‘+jm).
oEY Jj1=0 Jm=0 oeD

De plus, pour tout £ >0, le terme ) v o(y %) est un polynéme en z que nous notons Q.
Nous obtenons que s € A si et seulement si pour tout m, 1 < m < D, le reste R,,, de la division
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euclidienne de Sy, =32, . Pj ...  Pj, Qj +..+j, par A™ est nul. Ce reste R, s’exprime
comme un polynéome en x dont les coefficients sont des polynomes homogenes en les u;; tous
de degré m : ce sont les équations cherchées de A N V. Estimons leurs hauteurs. Tout d’abord
les formules de Newton montrent que )y est un polynome a coefficients dans Z en les fonctions
symétriques élémentaires p; des o(y) qui est homogene de degré ¢ si p; est comptée de poids
i et de longueur au plus 2¢ — 1. Ensuite puisque F(z,Y) s’écrit Y2 + Zfil(—l)ipi(x)YD’i
nous avons deg, p; < i et hoo(l,p1,...,0D) = hoo(F'). En combinant, nous en déduisons que
Q¢ est un polynome sur Z en x et les coefficients de F, de degré au plus ¢ en chacun de ses
groupes de variables et de longueur au plus 4° (ceci s’obtient en majorant la longueur de p; par
2"). Ensuite, S, s’écrit comme polynome sur Z en z, les u;; et les coefficients de F, de degré
au plus respectivement m(d + D — 2), m et m(D — 1) puis de longueur au plus

m D—1 m
Z girtetim H((H_ D—1—j)< Z 4j((5+ D—1-3j) < 4mD(5+ D)™
J1seeesdm i=1 =0

Enfin, pour passer de S,, & R,,, nous utilisons le lemme 2.4 de [22] : 'opération consiste &
remplacer chaque x” par Z?f(;l Upn.i(A™)z' ot Uy, ; est polynome sur Z en les coefficients de
A™ de degré au plus n et de longueur au plus 2". Si nous faisons ceci pour chaque n entre 0
et m(6 + D — 2) nous obtenons que chaque coefficient d’une puissance de x dans R,, est un
polynome sur Z en les u;;, les coefficients de F et les coefficients de A™ de degrés respectifs au
plus m, m(D — 1) et m(6 + D — 2) de longueur au plus 270+P=24mP (5 1 D)™ Avec m < D,
ceci prouve que la hauteur modifiée de nos équations, vues comme polynomes homogenes en
les u;;, est majorée par

D(D —1)hoo(F)+ D(6+ D — 2)  Inax hoo(A™) + D(6 4+ 3D — 2)log2 + Dlog(d + D).

Pour continuer, nous majorons maintenant 6 et ho (A™). Nous écrivons A comme le résultant
de F(z,Y)=YP 4+ 37 (~1)ip()YP~" et de sa dérivée DYP~1 4 P 1)i(D -
i)pi(2)YP~=1. Sur Iécriture comme déterminant, nous voyons que A est un polynome sur
Z en les p;(x) homogene de degré D(D — 1) (si p; est de poids i) et de longueur au plus
(2D —1)!DP. Ceci montre 6 < D(D — 1). Si nous comptons plus simplement chaque p; de
poids 1, nous trouvons que A est un polynéme en les coefficients de F' de degré au plus
2(D — 1). Enfin, comme polynéme en x et les coefficients de F, la longueur de A est au plus
(2D — 1)!DP2P(P=1) < 24D° 1] vient alors

hoo(A™) < 2m(D — 1)hoo (F) + 4mD?log 2.
En combinant nous obtenons comme majorant de la hauteur modifiée des équations définissant
ANV dans V :
D(D —1)(1 + 2D(D?* — 2))hoo (F) + (4D*(D? — 2) + D(D? + 2D — 2))log2 + 2D log D,
ce que nous majorons encore (on rappelle ici 4 < D) par
H = 2D%h(F) 4 4D%log2 — 3D*.
Notons par ailleurs N+ 1= D(6+ (D —1)/2) < D(D — 1)(D + 1/2).

A ce stade, nous majorons la hauteur de Schmidt de ANV par la hauteur projective de
I’espace des droites de ANV dans PN (qui est I'espace des droites de V ~ KN+1). Pour cette
majoration voir par exemple [4, p. 523]. Cet espace est de dimension d = dim T'(C, Os(E)) -1
donc avec la proposition 2.3 nous avons

hs(ANV) < DVN=4p(PN)+ NDN-4-1q,
On constate sans peine DN 1h(PY) < Dlog(N + 1) < 3D? < 3D* donc
hs(ANV) < NDVN=45(2D 7 h  (F) + log 16).
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Par Riemann Roch, nous avons d = D(D —2) —g ol g est le genre de C. Comme C est
singuliere, g < (D —1)(D —2)/2 — 1 = D(D — 3)/2 done d > D(D — 1)/2. Ensuite

N—-d+5<DD-1)(D+1/2)—D(D—1)/2+4=D%*—-D?>+4<D>-12
puis
NDN—d+5 < D3DD3—12 < DD3—9

ce qui conclut la démonstration, tout au moins lorsque K = Q. Dans le cas d’un corps non
algébriquement clos, 'argument précédent ne vaut a priori pas tel quel puisque le fermé de P™
trouvé pourrait contenir strictement 1'espace des droites de ANV tout en ayant les mémes
points rationnels. On constate toutefois que ceci ne se produit pas en raisonnant a la fois sur K
et K ou, plus simplement, on calcule directement la hauteur de Schmidt sur K ; nous utilisons
pour cela le fait que/_g/est géométriquement integre (voir I'’hypotheése du théoréme 1.5) et

donc que gl ® K = A® K est Panneau affine de la courbe intéegre C' x SpecK normalisée de
C x Spec K. O

La combinaison des deux propositions précédentes et d’un lemme de Siegel permet de
controler des générateurs de I'(C, Oa(F)) et donc, si nous notons d 4 1 comme ci-dessus la
dimension de cet espace, de décrire un plongement de C dans P%. Nous pourrions expliciter ceci
puis appliquer la proposition 1.1 pour passer a P? mais nous préférons faire les estimations de
hauteur directement dans un espace projectif de petite dimension (pour des raisons techniques
il s’agira de P® plutot que P3).

PROPOSITION 4.3. Il existe trois polynomes Py, P, Py € K [X,Y] tels que chaque quotient
A'Py(z,y) (1 < i< 3) appartient 4 ANV, la famille de sections 1, A™' Py (x,y), A~ Py (2, y),
A71Py(x,y) définit une immersion fermée C' — P? et

max h(Pi) < DP° 92D hoo (F) +log 16) + D® + (D — 1)%6k.

Démonstration. Notons d’abord que d +1 = (D —1)* — g < (D — 1)*. Par le lemme 2.1 il
existe une base (A7 P;(z,y))o<i<a de I'(C, Ox(E)) avec

d
> hW(P) < hs(ANV)+ (D —1)*(log(D — 1) + ).
=0

Cette assertion demeure inchangée si nous multiplions chaque P; par un scalaire non nul donc
nous pouvons supposer que, pour tout 7, I'un des coefficients de P; est égal & 1. Par ailleurs,
si nous plongeons C' dans P? & laide de cette base, son degré est D(D —2) (le degré de E)
donc le lemme 3.1 nous assure que sécantes et tangentes de C sont contenues dans un fermé
irréductible X de dimension 3 et de degré au plus (d + 1)(d + 2)D?*(D — 2)? < D® de P%. Par
conséquent pour construire une immersion fermée dans P3 (voir 'argument du lemme 3.2) il
suffit de trouver quatre éléments de T'(C, Oa(E)) tels que si Lo, L1, Ly et Lg sont les formes
linéaires correspondantes sur P4 I'on ait X NV (Lg, L1, Lo, L3) = 0. Nous pouvons choisir pour
Ly la forme correspondant & 1 € T'(C, O4(F)) car cette section ne s’annule pas identiquement
sur C' et donc X N V(Lg) est de dimension 2. Ensuite comme X NV (Lo, L1, L, L3) = 0 se
traduit par une non-annulation de la forme de Chow de X nous pouvons choisir les coefficients
de Ly, Ly, L3y dans N inférieurs ou égaux & D® (voir la démonstration de la proposition 2.2
de [22]). Ceci signifie que 'on obtient Py, Py et P3 comme dans ’énoncé chacun de la forme
Y ico \; P avec 0 < \; < D8. On constate sans peine que la hauteur d’une telle combinaison
linéaire est au plus log(D8v/d + 1) + Z?:o h(P;) si bien que, pour conclure, il nous suffit de
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noter (D —1)?log(D — 1) +log(D®V/d +1) < D3 (avec 4 < D) et de reporter 'estimation de
hs(A N V) [

Il nous reste a majorer la hauteur de la courbe.

PROPOSITION 4.4. Dans le cadre de la proposition précédente, la hauteur de I'image de C
dans P3 est au plus

3D3(D? - 2) < max h(P;) 4+ 3Dhao(F) + 5D2) :

1<i<3

Démonstration. Pour pouvoir écrire commodément des équations nous plongeons en fait
C dans P° & 'aide de la famille 1,z,y, A~ P (z,y), A~ Py(z,y), A~  Ps(x,y) de sections de
O4(F). Si nous notons Wo, ..., Ws les coordonnées de P?, nous avons sur C les équations
homogenes WP F(Wy /Wy, Wa/Wy) = 0 et

AWy /Wo)Wo W™ = W P(W1 /Wo, Wa /W)

pour 1 <i<3 ou pu; = max(deg P;,deg A+ 1). De plus, sur ouvert défini par Wy # 0 et
A(W1 /W) # 0 dans P°, ces quatre équations découpent un schéma affine isomorphe &
Spec Aa qui est un ouvert de C. Par suite C est une composante du lieu des zéros de ces
équations. Maintenant la premiére est de degré D et de hauteur modifiée hy, (F) < hoo(F) + /3
tandis que les trois autres sont de degré p; < D? —2 et de hauteur modifiée au plus H =
h(A) + max;<i<3 h(P;) + log v/2. En coupant successivement par les hypersurfaces définies par
ces polynomes nous obtenons (proposition 2.3) :

W(C — P°) < D(D? = 2)°h(P°) + (D? — 2)*hw(F) + 3D(D? - 2)*H.

Nous passons a P3 par une projection standard donc (proposition 4.2) la hauteur augmente
d’au plus 6D (D — 2)log 6 puisque deg C' = D(D — 2). Ainsi

h(C — P*) < 3D*(D? — 2)(H + Dhy(F) 4+ 3D?/2 4+ 2D log 6)

en majorant h(P%) = 87/20 < 9/2. Ensuite nous utilisons h(A) < 2Dhy(F) + 4D?log 2 (voir
démonstration de la proposition 4.2) et il reste & constater

D3+ 3D?%/2 +1og V24 2D 3log 6 + 4D?log 2 < 5D?

(toujours avec D > 4). O

En combinant nos résultats nous avons plongé C dans P3 avec une hauteur au plus
3D3(D? — 2)(DP’ (2D Voo (F) + log 16) + 3Dhoo (F) + 5D + D? + (D — 1)%5k )
< 3DP 42D 'hoo (F) + log 16) + 3D°(D — 1)25.

Finalement, pour obtenir le théoréme 1.5, il faut ajouter D? & ho.(F) (pour s’affranchir de la
réduction du lemme 4.1). Nous majorons donc

2D (hoo (F) + D?) +10og 16 < 2D 'ho(F) + 2D + D
pour obtenir la borne finale de

DP’=5(6hoo (F) + 9D?) + 3D7 6.
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5. Mauvaise réduction et rang

Pour estimer la mauvaise réduction de la courbe C, nous devons travailler avec des modeles
entiers. Nous commencons par un lemme facile sur la hauteur d’un représentant entier d’un
point projectif.

LEMME 5.1. Soient K un corps de nombres et x € P} (K). Il existe un systéme
de coordonnées x,...,r, de x dans O avec h(l,xo,...,7,) < [K : Qh(z)+logv2 et
hoo(1, 20y ... ) < [K : Qlhoo ().

Démonstration. On choisit d’abord un systeme de coordonnées v, ..., y, tel qu’il existe ¢
avec y; = 1. Pour un nombre premier p on pose
1
K, : 1 ;
= Toap Z[ o Qu]log max [ysl.

qui est un entier naturel. Alors les entiers x; = (Hp p°r)y; conviennent. L’estimation pour he,
94
s’écrit

K, :Q,
ﬂlog max |2,

hw(l,xo,...,$n>zz [KQ] 0<i<n

v|oo
Ze 1ogp+z Q” log max [y;]
P o<i<n 7MY
v|oco
< [K : Qlhoo (Yo, - -+ Yn)-
Pour la hauteur A le calcul est le méme en utilisant
n n
LY < (Hp%) Sl
i=0 p i=0

pour une place infinie v. |

Plagons-nous sous les hypotheses du théoreme 1.4 et considérons une famille génératrice de
la partie de degré au moins D de I'idéal homogene de C, disons Py,..., Ps € K[Xy,..., X3].
Nous pouvons trouver de tels générateurs de degré D (théoréme de Castelnuovo, voir [6]) et,
d’apres la proposition 2.2, nous pouvons faire en sorte que la somme de leurs hauteurs soit au

lu
o M:D(D+1)h(0)+(D3+3> (5K+élog(D;3>>.

Par le lemme précédent on peut remplacer ces générateurs par des multiples a coefficients dans
Ok de sorte que hoo(1, Py,..., Ps) < [K : QM. De plus s < (D;“O’).

Nous disposons donc d’un modele C = Proj Ok [Xy, ..., X3]/(P1,...,Ps) de notre courbe
sur Og. Soit J = (0P;/0X,)1<i<s,0< <3 la matrice jacobienne. Une fibre de C — Spec Ok est
lisse si et seulement si 'image de cette matrice est de rang 2 en chacun de ses points. Nous
introduisons donc les mineurs de 2 x 2 de J notés Q1,...,Q; avec t = (;1) (;) =3s(s —1). La
fibre au-dessus d’un premier p est donc lisse si et seulement si V/(Py,..., Ps,Q1,...,Q¢) =
dans IF’?(’QK . Il nous suffit maintenant de trouver a € Ok tel qu’il existe un entier NV avec a.X JN €
(Pr,...,Ps,Q1,...,Q¢) pour tout 0 < j < 3 pour savoir que tout p de mauvaise réduction
divise a. Nous pouvons choisir a = Hj:o a; ol anjN €(Pr,....,Ps,Q1,...,Q¢) etuntela; #0
s’obtient a I’aide du théoréme des zéros effectif de [11] (théoréme 3.6 page 576) en spécialisant
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X; =1 dans nos polynéomes. On obtient

hoo(a;) < 48D3(hoo(1, Pr, ..., Py, Q1,. .., Qt) + log(s +t) + 10D log 4).

Un coefficient de Qj, est somme d’au plus 2D? (P +3) produits de deux coefficients des P; donc

hoo(LPr,.... Py, Q1,...,Q:) < 2[K : QIM +log2D?(”[?) et (avec t + s = 35 — 2s)

D+3

3
3 ) +10Dlog4).

hoo(a) < 192D3(2[K : QM + log 6D2<

Il nous reste a simplifier cette expression pour obtenir le théoreéme 1.4 car, avec les notations
de son énoncé, log Ng < [K : Q]hoo(a). Comme P! n’a pas de mauvaise réduction, on peut

supposer g > 1 et donc D > 3. Ceci entraine (Dg'g) < D3. Nous majorons alors 10D log4 <
20D < D*,
D+3\°
log6D2< ; ) < 13D < D*
et
2M < 3D?h(C) + D3log |Agjg| + 3D*.
11 vient

log No < 192[K : Q|?D*(3D?h(C) 4+ D*log |Ag q| + 5D*)

d’ott Pon déduit immédiatement la borne du théoreme (192 x 9 < 2'1). La majoration du
conducteur en fonction de Ny découle quant & elle directement du résultat de [13] (en fait,
nous n’utiliserons pas le conducteur dans la suite).

Le théoreme 1.4 étant maintenant acquis, nous allons en déduire l'estimation du rang que
nous utiliserons dans la derniere partie. Tout d’abord nous combinons notre borne avec le
résultat de la partie prédédente : si F' est un polynéme de K[X,Y] de degré D irréductible
dans Q[X, Y] alors la mauvaise réduction de la normalisée de la courbe (projective) définie par
F est controlée par :

21K : QI*(D?)P(DP’~5(6hoo (F) + 9D?) + 2D7 log | Ak /)
215K : QI*DP’+" max(hoo (F), log | Ak o], 1).
Pour le rang, nous considérons d’abord le résultat général suivant ot I’on note Ng x le

radical du conducteur de A c’est-a-dire simplement le produit des idéaux premiers de Ok en
lesquels la variété abélienne A a mauvaise réduction.

PROPOSITION 5.1.  Si A est une variété abélienne de dimension g sur un corps de nombres
K de degré d alors le rang du groupe A(K) est majoré par

gd2892

log 4

(4dg? log |NK/@N/01/K| +log |Ak jg| + g>d* log 16) — 1.

Démonstration. Ceci est essentiellement le résultat de [14] dans lequel il faut corriger
quelques calculs. Nous suivons le raisonnement de cet article. En particulier, nous notons L
Pextension de K engendrée par les points de 2-torsion de A et § = [L : K]. Le rang de A(K) est
majoré par celui de A(L) qui est lui-méme majoré par le nombre de générateurs p(A(L)/2A(L))
donc (voir [14, théoreme 2])

rang A(K) < 2gCard (S) + 2gp(HL([2])
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o, de plus, Card(S) < d(log |NK/QN2/K| + 2d). Pour borner p(Hr[2]), la formule page 265
doit se lire

p(Hr[2]) < [L: Q](log|Ay /q| +2log C”)/log 2

et il reste a majorer |Ay g|. La proposition 1 donne vy (A ) <0 — 1+ ddlogd/log2 et I'on
peut donc préciser la proposition 3 en écrivant (ou [] désigne la partie entiere)

AL/K | (2N19‘/K)[6—1+d6 log 6/ log 2]
et donc

Nijo(Ark) | 2 Ngejq(Ng i)l HHa0 s/ los 2,

Maintenant nous avons |Ar gl = |Nr/q(Ar )| Ak /glF5] donc en passant au logarithme il
vient

log |Ap gl = dlog|Ak /gl + log \NK/@(AL/KN
1)
< dlog Ak gl + < -1+ d5 log ) (dlog2 +10g|NK/Q(NA/K)|)

En combinant toutes ces inégalités, on trouve comme majorant du rang de A(K) :

d ds?
296 (1 +— (5 -1+ d502)> log |NK/Q(NA/K)| + 291 log | Ak gl +C”

log 2
" =g (245 +2-% 105 " + d25 (5— 14 22180
log 2 log 2

Si l'on utilise la valeur ¢’ = NIN=V(2/,/m)" donnée par Lang (citée dans [14]) alors on
constate avec la formule de Stirling et quelques calculs explicites pour les premieres valeurs
que logC’/log2 <2— N.Ici N =[L:Q] = dj donc

5 log §
" < 29d6 (6 — ds — d+ d2522% ) < 29 max (5282 36 ) .
log 2 log 2

ou

Finalement ¢ < Card (GLyg(F2)) < 249" =1 et ceci donne
1 2 d 1 d?
52°g5 36) <g22%" —1 et 14+ 5-1+d§°g5 <42 0
log 2 log 2 g2 log 2

En substituant ces majorations dans I’évaluation du rang, on trouve la formule de I’énoncé. []

On notera que dans la preuve ci-dessus ¢’est bien Ng /K et non N4 /K qui intervient car [14]
utilise le conducteur seulement pour controler la mauvaise réduction.

Appliquons ce résultat a la jacobienne J de la normalisée de la courbe plane définie par
F comme précédemment. En réunissant nos estimations, le rang r de J(K) vérifie (avec

d=[K:Q)):

d289”
r+1< glog4 (4dg?2"d? DP*+7 4 1+ ¢2d? log 16) max(hoo (F), log | A g, 1)
9d42892 17 2 D347 2
<ET——(2"¢*DP" T 41 4+ g*log 16) max (heo (F),log [A g g, 1)

log 4
932892+17DD3+7d4 max(heo (F),log |Ag gl 1)
2% DD Q) max(hoo (F), log [ Ao 1)

NN

ott I'on a utilisé g < D?/2.
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6. Hauteur théta : stratégie

Nous entamons dans cette partie la démonstration du théoreme 1.3 (qui se poursuivra dans
les trois suivantes). Avant de nous placer sous ses hypotheses, nous étudions de maniere
indépendante la hauteur théta sur une variété abélienne principalement polarisée, afin d’en
donner une expression concise en termes d’évaluation d’une fonction rationnelle. Dans cette
parenthese ou la courbe C' et son degré D quittent momentanément la scéne, nous nous
permettons d’utiliser la lettre D pour désigner un diviseur.

Comme dans I'introduction, lorsque D est un diviseur symétrique définissant une polarisation
principale sur une variété abélienne A, nous notons hér)(A, D) la hauteur théta associée a 72D
c’est-a-dire la hauteur de I'origine dans le plongement théta A < P(I'(A, O (r?D))) ~ ng,l
(voir [1, 5]).

PROPOSITION 6.1.  Soient A une variété abélienne sur Q, D un diviseur effectif symétrique
sur A définissant une polarisation principale et Q € A(Q) tel que Q € D et 2Q ¢ D. Alors pour
tout entier pair r > 0 le diviseur r*D + [r]* 155D — 2[r]*75,D est principal ; si on I'écrit div(f)

avec f € K(A) alors f est réguliére aux points de l'ensemble fini S = Ker[r] C A(Q) et l'on a
hy) (A, D) = r=?h((f(2))ses).

Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin de revenir sur la définition de la hauteur
théta. Nous nous basons sur la présentation de David et Philippon (voir [5]). Ceci nous conduit
a ne traiter que le cas r =4 qui est celui que nous utiliserons dans la suite (pour les autres
valeurs de r voir ci-dessous).

Pour suivre les notations de [5], nous écrivons, si D est comme ci-dessus, M = O4(D)
et L = M®* La construction du plongement théta consiste & définir une famille (Agi)k)) de
sections de T'(A4, £L%?) appelées coordonnées de Mumford modifiées [5, p. 651]. Ceci dépend
d’un certain nombre de choix (structure théta, systéme de représentants) mais nous pouvons
en fait caractériser ces coordonnées de maniere plus intrinseque a l'aide de la représentation

po : Ker[16] — GL(T'(A, L)) /u

(ol u1 est le sous-groupe des racines de I'unité de Q; voir [5, p. 653] ou le but est PGL c’est-
a-dire que 'on fait le quotient par Q* plut6t que par p) dont nous rappelons la définition :
si z € Ker[16], on choisit un isomorphisme ¢, : 75 (L®*) ~ L®* tel que (z, ¢,) est d’ordre fini
dans le groupe de Heisenberg G(L£L®%) et on pose pa(x) - s = . (77s) pour s € T'(A, L) ; ceci
donne bien un élément de GL(T'(A, £L®4))/u car ¢, est unique & multiplication par une racine
de T'unité pres.

LEMME 6.1. Si Qs C T'(A,L£L®%) est une droite fixée par ps(Ker[4]) et Z un systéme de
représentants de Ker[16]/Ker[4] alors

h$" (A, D) = h(((p2(2))(0))se2)-

Démonstration. Nous allons montrer que les ps(z)s donnent les coordonnées AEZ?M de [5]
a des racines de I'unité pres. La clef de cette identification réside dans la proposition 3.4 de [5]
qui décrit Paction de py sur les coordonnées A. On rappelle que H(L®*) est le groupe des z
tels que 77 (L£%%) ~ £®4. Dans notre situation, i = 2 et H(L%*) = Ker[16]. Le groupe K» est
(Z/16Z)9 et K3(4) = 4K, tandis que Z; représente le quotient K5/4K5. La formule générale
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s’écrit
(2) (2)
( ) A ak) E(a - U)A(a w,m(0)k)
onac€ 2o, ke 4/1?2, uwe Ko, l € Kg, 7 est la projection Ky — K2/4[A(2A: 4@ et z € Ker[16]
est identifié & (u, ) par un isomorphisme de groupes Ker[16] ~ Ky x K5 fixé (qui fait partie
de la structure théta).
Nous mnous intéressons maintenant en particulier au cas ot = € Ker[4]. Comme Ker[4] =
4Ker[16] nous avons u € 4K et £ € Ky = Kerm. Ceci donne 7(¢) =1 et {(u) = 1. Par ailleurs
d’apres le fait 3.3(iv) p. 652 de [5] il vient A2 = k(u)A[Y

(k) €t donc, en substituant, on
décrit action de pa(z) par :

p2(x) - A(a gy = La)k(u )AEZ),JC)'

Ainsi nous voyons que les droites engendrées par les coordonnées A sont fixées par po(Ker[4]).
Montrons maintenant que ce sont les seules. Soit pour cela s comme dans 1’énoncé. On écrit :

_ (2)
§= Z )‘(a,k)A(a k)

(a,k)EZax 4Ky

et donc pour x € Ker[4] fixé et identifié & (u, £)
2
p@)s= > Nawl@k@ALD,.

(a,k)€Zyx 4Ky

Par hypothese, ces deux expressions sont proportionnelles donc si A(g r)A(ar k) # 0 nous
trouvons £(a)k(u) = £(a’)k'(u). Ceci vaut pour tout couple (u,f) € 4Ky x 4Ky donc (a,k) =
(a/, k") (en effet £ =1 fournit k=k" puis a —da’ € ((Kerl = 4K, permet de conclure car
a,a’ € Z5). Par conséquent s = )\Agi?k) pour un certain couple (a, k).

Finalement si nous faisons agir ps(Ker[16]) sur s nous trouvons toutes les coordonnées A
(multipliées par une racine de 'unité variable et par A fixé). Il y en a 169 en tout mais chaque
droite est fixée par po(Ker[4]). En faisant donc agir seulement po(Z) nous obtenons chaque
coordonnée une fois et une seule. Ceci termine la démonstration car les racines de I'unité ne
modifient pas la hauteur. |

Démonstration de la proposition. ~ La principalité de 72D + [r]* 755D — 2[r]*75 D découle de
celle de 72D — [r]* D (par symétrie de D) et de celle de D + 75, D — 274, D (par le théoreme du
carré). La condition ) ¢ D assure que S ne rencontre pas le support de [T]*TéD et donne donc
la régularité de f aux points de S. Nous retiendrons que div(f) s’écrit 72D — [r]*E ot E est
un diviseur linéairement équivalent & D dont le support ne contient pas 0. Comme plus haut,
nous écrivons M = O4(D) = O4(FE). Nous voyons D et E comme les diviseurs de sections sp
et sgp de M (I'une globale, I’autre pas nécessairement) Nous fixons encore un isomorphisme
[r]* M ~ M® qui induit aussi [r2]* M ~ M®"" . Maintenant nous avons & = f[ |*sg. Par
ailleurs pour tout z € Ker[r?] il existe un isomorphisme canonique t, : 7 (M) ~ M®"
caractérisé par v, (73[r?]*s) = [r?]*s pour toute section s de M (ceci Vlent simplement de
[1?] o 7, = [r?]). Nous pouvons donc calculer

a((F1)"50)®") = (i) f - 7] s8) = 711" - 1] s
Parce que 0 ¢ SuppF, la section [r?]*sp rigidifie M au voisinage de 0 et donc la hauteur
de la famille de sections v, ((73[r]*sp)®"") évaluée en 0 coincide avec la hauteur des f(rz). Si
x parcourt Z alors ra parcourt S = Ker[r] et 'on trouve la hauteur h((f(x))zes) de I'énoncé.
Pour retrouver la hauteur théta, faisons a présent le lien avec le lemme (pour r = 4) : tout
d’abord la section s = [r]*sp engendre dans I'( A, ./\/l®”2) une droite fixée par l'action de Ker|[r]
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(simplement car si x € Ker[r] alors [r] o7, = [r]). Ainsi la hauteur théta se calcule comme
hauteur des sections pa(x) - s = @, (7[r]*sp) évaluées en 0. Pour conclure il suffit de montrer
que b, et @7 different par une racine de I'unité. Or ceci découle du fait que (z, 1) et (z, o)
sont deux éléments d’ordre fini de Q(M®T4) ((x,1)5) est du méme ordre que ). O

On constate sans peine que, pour démontrer la proposition pour tout r pair, il suffirait
d’établir une version du lemme pour £&/ 2’ En fait la preuve que nous avons donnée est
valable mot pour mot pour 7 € {2,4,8} car les calculs de [5] valent pour £22" avec i € {0,2,4}.
Dans le cas général, la définition de h‘(gr) dans [1] correspond essentiellement & notre lemme
(voir aussi la démonstration de [18] p. 303 qui utilise cette référence).

Outre l'expression de la hauteur théta que nous venons d’établir, nous mettrons en ceuvre
dans la suite la proposition ci-dessous pour traduire I’équivalence linéaire de diviseurs en termes
d’algebre linéaire.

PROPOSITION 6.2. Soient X un schéma intégre propre et lisse sur un corps K, L un faisceau
inversible sur X, E et E' deux diviseurs effectifs sur X et n un entier naturel. On suppose que
L Tp @ L et Ty @ LO™ sont engendrés par leurs sections globales et T'(X, g ® L&™) et
(X, Zp ® LZ™) ont la méme dimension sur K, notée §. Soient (s;);er et (uy)res des familles
génératrices de ces deux espaces vectoriels sur K. Alors E et E' sont linéairement équivalents
si et seulement si pour tout i € I il existe t; € T'(X,L%™)\ {0} tel que pour tout j €I le
rang de la famille {t; ® s;} U {s; @ uy, | k € J} C (X, LZ®?") est au plus 6. Si c’est le cas on a
E — E' =div(s;/t;) pour tout i € I tel que s; # 0.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que E' — E s’écrive div(f). Dans ce
cas, la multiplication par f induit un isomorphisme Zp — Zps et par suite un isomorphisme
0: (X, Zg ® LZ") - T(X,Zr ® LZ™). Maintenant pour i € I définissons ¢; : si s; =0 on
choisit t; non nul quelconque ; sinon on pose t; = (s;). Dans le premier cas, la condition sur
le rang est facilement satisfaite (car 6 > 1); dans le second on calcule

t; ®s; = o(s;) ® 5, =[50 =5 fs;, =5 (p(Sj) € Vect(s; @ ug)k

car ¢(s;) est une combinaison linéaire des uy. De plus on a bien F — E' =div(f~!) =
le(Sl/ti)

Réciproquement, supposons que la condition de 1’énoncé soit vérifiée. Choisissons i € I tel
que s; # 0 et posons f = t;/s;. Par hypothése, pour tout j € J, nous avons t; ® s; = s; ® v;
ol v; est une combinaison linéaire des wuy,. Ceci s’écrit encore s; ® fs; = 5; @ v; d'ou v; = fs;.
Par conséquent la multiplication par f définit une application linéaire ¢ : T'(X,Zp ® L®") —
(X, Zp @ £2"). Comme les deux espaces ont méme dimension, ¢ est bijective car injective. De
plus les deux faisceaux considérés sont engendrés par leurs sections globales donc on en déduit
un isomorphisme Zg ® L& ~ T @ L™ puis g ~ Ip. Ceci montre I’équivalence linéaire de
Eet £ OJ

Dans les trois parties suivantes, nous utilisons ces deux propositions pour démontrer le
théoreme 1.3. Nous nous placons donc sous ses hypotheses. En particulier, nous travaillons
uniquement sur Q. De plus, en notant J la jacobienne de C, le théoréme est bien évidemment
vide si J = 0 donc nous supposerons jusqu’a la fin de la partie 9 que g > 1 et, par voie de
conséquence, D > 3 (le degré de C retrouve définitivement sa notation D).

L’idée consiste bien sur a appliquer la proposition 6.1 a J et a employer ensuite la
proposition 6.2 pour évaluer la fonction rationnelle f. En fait, pour ne pas faire intervenir
explicitement la jacobienne, nous tirerons la situation de J a CY. La tache principale devient



780 GAEL REMOND

alors de controler des diviseurs sur CY (déduits du diviseur © de J) et pour cela nous avons
besoin de décrire 'addition de J sur C'Y. Nous introduisons plus généralement pour n € N

ancnécncc@”

le lieu des 2n-uplets (P, ..., P,,Q1,...,Q,) de points de C tels que les diviseurs P; + ...+ P,
et Q1+ ...+ @, sont linéairement équivalents; I’écriture comme produit fibré, qui montre
que L, est fermé, présuppose de fixer un diviseur F,, de degré n pour définir C" — J par
(P,...,P,)— Py + ...+ P, — E, mais la définition de L,, ne dépend pas de ce choix.

Dans la partie suivante, nous montrons comment la connaissance de L, permet de faire
sur CY9 toutes les opérations dont nous avons besoin. Ensuite (partie 8) nous contrélons L,
lui-méme a travers son degré et sa hauteur; cette étape utilise aussi la proposition 6.2 pour
caractériser ’équivalence linéaire sur C'. Enfin nous concluons dans la partie 9 comme prévu
en combinant les propositions 6.1 et 6.2, la seconde étant cette fois employée pour exploiter
une équivalence linéaire sur C9.

Pour pouvoir parler de degré et hauteur aussi bien de L,, que de diviseurs sur CY nous
fixerons toujours pour n > 1 le plongement de Segre de C™ dans P*"~! déduit de C' — P3.

7. Hauteur théta : diviseurs

Nous choisissons un point Py € C(Q) de hauteur h(Py) < h(C')/D comme la proposition 2.1
nous y autorise. Ce point nous sert a fixer les morphismes C"™ — J pour n > 1 c’est-a-dire
que nous posons F,, = nP, dans les notations utilisées plus haut. Le diviseur © de J apparait
alors comme l'image de C9~! — J. 1l n’est pas en général symétrique car [—1]*O = 7O ol
k=K — (29 — 2) Py pour le diviseur canonique K de C (voir [25, proposition 19, page 158]).
Nous le remplagons par un translaté symétrique Ogym = 750 oll w € J(Q) vérifie 2w = £ (le
diviseur © dépend du choix de Py alors que Ogyy est unique a translation prés par un point

de 2-torsion). Pour appliquer la proposition 6.1 nous choisissons @ € J(Q) tel que Q & 770 et
2Q & 750 et posons

E=167,0 4+ [4]"7,000 et E =2[4]"1}, 0.

Le but de cette partie est de donner des estimations de degré et de hauteur pour j*E et
J*E’ en fonction des L, (ou j: C9 — J).
Nous commencons par une remarque facile.

LEMME 7.1. Soit A, pour n > 1 I'image du plongement diagonal de C' dans C™. Pour
des points Py, ..., P, de C et des entiers ny,...,n; > 1, le fermé Hle A, x T2 {P} x C*
de CstmAmit-+ne ogt défini par des formes lindaires chacune de hauteur modifiée au plus
max(max <ij<m h(P;),log v/2).

Démonstration. Sinous notons Wj; avec 0 < 4, j < 3 les coordonnées de P15 pour refléter le
plongement de Segre de P? x P? dans cet espace alors la diagonale est définie (dans P? x P3) par
les formes linéaires W;; — Wj; (i < j) de hauteur modifiée log v/2. D’autre part si un point P a
pour coordonnées (zq : ... : z3) le fermé {P} x P3 est découpé par les formes z; W, — x; Wiy,
(0 <4,5 <3et0<k < 3) de hauteur modifiée h(x;, 2;) < h(P). On généralise immédiatement
ces considérations a un plongement de Segre avec un nombre quelconque de facteurs pour
obtenir le résultat annoncé. |

Nous pouvons alors donner un résultat de division sur J.
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LEMME 7.2. Soient r > 1 et m,n > 0 des entiers puis Py, ..., P, et Q1,...,Q, des points
de C ainsi que By = Py + ...+ Py, et E_ = Q1+ ...+ Q, les diviseurs correspondants. Soit
H un majorant des h(P;), des h(Q;), de h(Py) et de log+/2. Soit x un point de J(Q) tel que
re =FEy —E_ —(m—n)Py. Alors il existe R = (Ry,...,Ry) € C9 avec j(R) =z et

1

1121'&<Xg h(Rz) < ; (h(Lmax(rg+n,m)) +2 maX(rg +n, m) deg(Lmax(rg+n,m))H)'

Démonstration. Imposer que j(R) satisfasse ’équation en z revient a dire

rRi+---+ 1Ry + E_ +max(0,m —n —rg)Py = max(0,rg +n—m)Py + E,

autrement dit le point T' formé par r copies de R, E_, |rg +n — m/| copies de Py et E; doit
appartenir & Liax(rg4+n,m)- Nous considérons donc l'intersection F' de ce fermé avec (A,.)9 x
[T Qi) x {Pp}Iratn=ml x [T {P;}. Par la proposition 2.3 et le lemme précédent, nous
trouvons un fermé F' de hauteur au plus

h(Lmax(rngn,m)) +2 maX(Tg + n, m) deg([’max(rngn,m))H-

Maintenant dans Iidentification A% ~ C9, le fermé F correspond & 1'union des j~!(y) ol y

parcourt I’ensemble fini des solutions de 1'équation ry = Ey — E_ — (m —n)Py. Par suite,
j~Y(z) s’identifie & une union de composantes de F donc contient un point de hauteur au
plus h(F') (voir proposition 2.1). Nous concluons par rh(R) < h(T) < h(F). O

Notons que nous utiliserons plus bas ce lemme pour controler la r-torsion de J (voir partie 9).
Ici nous allons nous en servir pour le point w donné par Iéquation 2w = k = K — (29 — 2) P,.
Il nous faut tout d’abord trouver un représentant de la classe canonique K.

PRrROPOSITION 7.1. I existe un diviseur représentant K, ayant au plus 2D pdles et dont le
support est formé de points de hauteur au plus D°(h(C) + 1).

Démonstration. Nous supposons, quitte a permuter les coordonnées, que ni Xy ni X;
ne s’annulent sur C' et nous considérons le diviseur de la forme différentielle d(X;/X).
Ses pdles sont contenus dans C'N{Xy =0} donc de hauteur au plus h(C) car la forme
linéaire X est de hauteur modifiée nulle (voir proposition 2.3). Parce que d(X;/Xp) =
(X:/X0)d(X1/X;) — (X1X,;/X2)d(Xo/X;) pour 1 < i < 3, le diviseur des poles est majoré par
celui de X3 donc de degré au plus 2D. Il reste & évaluer la hauteur d'un zéro P de d(X1/Xp).
D’apres Castelnuovo et la proposition 2.2, 'idéal de C' au voisinage de P est engendré par
deux polynomes F et G de degré au plus D et dont la somme des hauteurs est au plus
D(D + 1)h(C) + £(PF?) log (P4?) (en les trois variables @; = X;/Xo). Dans ces conditions,
P est un zéro de dzy si et seulement si J = (0F/0x2)(0G/0x3) — (0F/0x3)(0G /Oxs) s’annule
en P. Par suite P est un point isolé de l'intersection de C' avec le lieu des zéros de J
donc h(P) < 2(D — 1)h(C) 4+ Dhy(J). On constate alors hy, (J) < h(F) + h(G) 4 2log D puis
D*(D +1)+2(D —1) < D* et (D/2)("5?) log (°F?) + 21og D < D°. O

Pour des raisons techniques, nous préférons controler la hauteur d’un représentant =
(Q1,...,94) € C9 de —w plutét que de w. Ceci revient a résoudre I’équation 2z + K = (2g —
2)Py. Avec les deux résultats précédents, nous pouvons faire ceci de sorte que

Jnax h(%) < $h(Lag—242p) + (49 — 2+ 2D) deg(Lag—212p) D’ (h(C) + 1).

Notons H,, cette borne.



782 GAEL REMOND

Disons maintenant comment nous choisissons (). La aussi nous travaillons avec un
représentant Q' € C9 de —(@Q. Les conditions mises sur @ reviennent & dire que Q' doit étre en
dehors d’'un certain fermé de CY9. Comme d’apres la proposition 2.1 les points a coordonnées
de hauteur au plus h(C) sont denses dans C9, on peut choisir ' comme cela. De toute fagon,
nous n’utiliserons que h(Q}) < H,.

Nous sommes en position de décrire le type de diviseurs qui nous intéresse.

LEMME 7.3. Pour des entiers r > >0 et n > max(r,s + 2)g, le support du diviseur
J*[r]* 75 4 5q© est de degré au plus deg(L ) et de hauteur au plus h(L,,) + 2ndeg(L,,)(H, + 59).
En outre chaque composante de ce diviseur a une multiplicité inférieure a r29g!.

Démonstration. Un point R € CY9 appartient au support en question si et seulement si
rj(R) +w + sQ € © autrement dit s’il existe S € C97! x {Py} tel que 7R est linéairement
équivalent & Q + sQ" + S + (r — s — 2)gPy. En introduisant (n — rg) Py de part et d’autre, nous
devons donc former Dintersection F de L, avec (A,)9 x [[22F1 U094 pY » 091 o h(P;) <
H, (P; est I'un des ;, 'un des @ ou Fp). Le fermé que nous cherchons est l'image de F
dans la projection C?" — CY9 qui conserve les coordonnées d’indices ir +1 ot1 0 <i < g — 1.
Par intersection (proposition 2.3) il vient deg(F') < deg(L,,) et

h(F) < h(Ly) + 2ndeg(L,)H,;
par projection (proposition 2.4) le degré décroit et la hauteur augmente d’au plus
6gdeg(L,,)nlog4.

Ceci fournit I'estimation de I’énoncé en majorant 3log4 < 5. Pour la derniére assertion, notons
que © est irréductible comme image de C97!, que 7,450 est un isomorphisme et [r] un
morphisme fini de degré r29. De son coté, j est la composée d’un morphisme fini de degré
g! (& savoir CY — C9) quotient par le groupe symétrique) et d’un morphisme birationnel
C9 — J. Le résultat s'en déduit. O

Pour conclure cette partie, rappelons que nous avons poseé :
E=16770+ [4]*T:+2Q@ et E' =2[4]*r Tot+Q©-

Nos calculs se résument dans le résultat suivant.

PROPOSITION 7.2. Soit n =4g + 2(D — 1). Pour chacun des deux diviseurs j*F et j*E’
nous avons : chaque composante est de multiplicité au plus ¢!2*9%", le degré du support est
inférieur a 2deg(L,) et la hauteur du support est au plus

4n deg(Ly)(h(Ly) + 59 + ndeg(L,)D®(h(C) + 1)).

Démonstration. Pour la multiplicité, il s’agit d’'une conséquence immédiate du résultat
précédent. Nous appliquons ensuite trois fois ce lemme avec (r, s) = (1,0), (4, 2) puis (4,1) donc
a chaque fois max(r, s + 2)g < 49 < n. Puisque le support de j*E ou j*E’ s’obtient comme
I'union d’au plus deux diviseurs comme dans le lemme nous trouvons un degré inférieur a
2deg(Ly,) et une hauteur au plus

2h(Ly,) + 4ndeg(Ly)(H,, + 59) < 4ndeg(Ly,)(H., + 59 + 2h(Ly)).

Avec lestimation de H,,, ceci conclut la démonstration. |
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8. Hauteur théta : équivalence linéaire

Dans cette partie, nous considérons un entier n > D et notre but est de majorer le degré
et la hauteur de L,, C C?" c’est-a-dire de caractériser I’équivalence linéaire de deux diviseurs
effectifs de degré n sur C. In fine nous utiliserons pour cela la proposition 6.2.

Nous notons Z¢ le faisceau d’idéaux de C' dans P2 puis, si E est un diviseur effectif de C,
nous écrivons Zp C Ops son faisceau d’idéaux dans P3 et I(EC) C O¢ son faisceau d’idéaux dans
C. Posons aussi B=nD + 1 —g.

LEMME 8.1. Si F est un diviseur effectif de degré n sur C alors, dans le diagramme exact

0 — TI(PZg(n) — TI(P3,0(Mm) — I(E,0g)

l l H

0 — TC19M) — T(C,0n) — TI(E O,

les deux fléches verticales sont surjectives. De plus, nous avons dimT'(C,O(n)) =B et
dim(C, 7 (n)) = B — n.

Démonstration. La surjectivité de T'(P3,O(n)) — T'(C,O(n)) pour n > D est un théoréme
de Castelnuovo (voir [6]) et la seconde surjectivité en découle par le lemme des cing. Ensuite,
nous appliquons Riemann-Roch sous la forme dimT'(C, L) =deg L+ 1 — g si deg L > 2g — 2,
ce qui est possible ici car deg O(n) = nD > deg IJ(EC) (n)=n(D—-1)>D(D—1) > 2g. O

Nous identifions naturellement I'(P3,O(n)) aux éléments homogenes de degré n
de Q[Xo,...,X3] ce qui permet d’écrire des générateurs du sous-espace I'(P?,Zp(n))
de T'(P3,0(n)). De facon analogue, en degré 2n, nous controlons des générateurs de
['(P3,Zc(2n)) C T(P3,0(2n)).

LEMME 8.2. Si E=P +...+ P, avec P, = (pio DilDin . pi3) pour 1 <i<n alors
I'(P3,Zg(n)) est engendré par I'ensemble des polynémes de la forme
[1@is Xn = pin X5
i=1
ot j,k € {0,1,2,3}". En outre, il existe une famille génératrice Go de T'(P?,Z¢(2n)) telle que
hoo(Gc) < D*(W(C) +1).

Démonstration. La premiere partie est immédiate. Pour la seconde, on rappelle que I'idéal
homogene de C' dans Q[Xg, X1, X2, X3] est engendré en degré supérieur & D par ses éléments
de degré D (voir [6]). Quitte a multiplier par des monomes (de degré 2n — D) il suffit de borner
la hauteur de générateurs en degré D. Nous faisons ceci grace a la proposition 2.2 qui fournit
des générateurs dont la somme des hauteurs est au plus

D(D + Dh(C) + ;(D;3> log (D;3> < DY(H(C) + 1),

cette derniere inégalité s’obtenant grace a D > 3. [

Notons Gg la famille de générateurs de I'(P3,Zg(n)) décrite dans le lemme. Nous voyons
un élément de Gr comme un polyndéme en Xj,...,X3 et en les coordonnées du point
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P=(P,...,P,) de P*"~1 : ses degrés sont alors n et 1; il est & coefficients dans Z et sa
longueur est au plus 2™.

Pour décrire I'équivalence linéaire, nous considérons un second diviseur £ = P{ + ...+ P},
ainsi que le point correspondant P’ de P*"~1. Notre tache consiste & écrire les conditions que
doit remplir le point (P, P’) de p4*r-1 pour que E et E’ soient linéairement équivalents. Nous
utilisons les familles Go, G et Gp/ et, en outre, nous fixons une famille {my,...,mp} de
mondmes dans I'(P?, O(n)) dont les images forment une base de I'(C, O(n)).

Ecrivons encore A = (2”;3) —n(D+1)+1.

PROPOSITION 8.1. Dans les notations précédentes, nous avons (P, P') € L, si et seulement
si pour tout Q € Gg il existe t € KB\ {0} tel que, pour tout R € Gg, on ait :

B
rang (gc, Z timiQ, RQE/> < A.

i=1

Démonstration. Nous appliquons la proposition 6.2 avec X = C, £ = O(1). Les espaces
rc, I](EC) (n)) et T'(C, I,(EC,) (n)) ont bien méme dimension 6 = B — n. Nous choisissons bien siir
(8i)icr = 7(GEg) et (uj)jes =m(Gr/) ot 7:T(P3,O(n)) — I'(C,0(n)). De cette fagon, nous
avons 1’équivalence cherchée avec la condition

B
rang (Z tim(m;) @ 7(Q), 7(R) ® 77(93)) <B-n+1

en lieu et place de celle de ’énoncé. Puisque G- engendre le noyau de ’application surjective
I'(P3,0(2n)) — T'(C,0(2n)), cette condition se rééerit

B
rang <Q(;, ZtimiQ, RQE/> < B—n+1+dimI'(P? 0(2n)) — dimT(C, O(n)).

i=1
Par Riemann-Roch, dimT'(C, O(2n)) = 2nD + 1 — g = B +nD et 'on voit ainsi apparaitre la
valeur de A. U

Ce résultat nous permet de lire les équations de L,,.

PRO2POSITION 8.2. Le fermé L,, est I'intersection de C*" avec les zéros de formes homogénes
sur P4 =1 de degré AB et de hauteur modifiée au plus AB(D*(h(C) + 1) + log(4" AB)).

Démonstration. La condition rang(Ge, Zf;l tm;Q, RGr/) < A se traduit par la nullité des
mineurs A x A de la matrice obtenue en décomposant les différents polynomes dans la base
des monomes de T'(P3, O(2n)). Notons que par construction rang(Ge, RGr:) < A donc il suffit
de considérer les mineurs ou ¢ intervient. Un tel mineur est alors une forme linéaire en ¢ et un
polynome homogene de degré au plus A respectivement en les coefficients des éléments de G¢, en
les coordonnées de P et en celles de P’. En outre sa longueur est au plus A!1274™A=1) < (47 A)4,
Nous noterons H la famille des coefficients des éléments de Go. D’apres le lemme 8.2 nous
avons heo(H) = hoo(G) < D*(R(C) + 1). Désignons ensuite par W la famille des coordonnées
de (P, P') dans P4"" 1.

Il résulte de ce qui précede qu’il existe une famille Lo de formes linéaires en ¢ dont les
coefficients sont des polynémes sur Z bi-homogenes de degré (A4, A) en W et ‘H de longueur au
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plus (47 A)# de sorte que la condition

B
rang(Ge, ZtimiQ7 RGp/) < A pour tout R € G
i=1
équivaut a

L(t) =0 pour tout £ € Lg.

Affirmer qu’il existe un ¢ non nul vérifiant cela revient donc a dire que la famille £ n’est
pas de rang B. Ceci s’écrit & son tour & l'aide de nullité de mineurs (de taille B x B) qui
sont, de la méme fagon que précédemment, des polynoémes sur Z bi-homogenes de degré
(AB,AB) en W et H de longueur au plus B!(4")48 < (4" AB)AB. En faisant varier Q nous
obtenons les équations cherchées. Comme polynomes en W elles sont de hauteur modifiée au
plus AB(hoo (H) + log(4" AB)) et ceci conclut la démonstration. O

COROLLAIRE 8.1. Nous avons pour tout n > D

degL, <n'® "2 et h(L,) <n®"(h(C)+1).

Démonstration. Dans P41 (plongement de Segre), C%" a pour degré (2n)!D?" et hauteur
n(2n + 1)!D?*"~1h(C) (voir lemme 2.2). Avec la proposition précédente et la proposition 2.3
nous obtenons

deg(L,) (AB)Z"(Qn) D" et
h(L,) < 2(AB)**(2n)!D*" (n ) — 4+ nD*n(C) +1) +nlog(4"AB)> .
Nous majorons maintenant B < nD < n? puis
A= 7n +4n? + n—|—2—nD Span®+2<n?

(on rappelle n > D > 3). De cette fagon, AB < nb et
deg(L,) < (2n)!In'" < (2n)*Intin L pt8n—2,
Pour la hauteur nous avons
h(Ly,) < 208" 72(n?h(C) + n®(h(C) + 1) + nlog(4"n®)).
On vérifie alors 2log(4"n%) < n? ce qui donne

h(Ly,) < 20" 2(3n(R(C) + 1)) < n"*" T4 (R(C) + 1). O

Dans le cadre de la proposition 7.2 (oi1 g < n et D < n/2) nous avons

2deg(L,) < n'®* ! et
4n deg(Ly,)(h(Ly,) + 59 + ndeg(L,)D®(h(C) + 1)) < 0" 4(n(C) + 1).

9. Hauteur théta : évaluation

Dans cette partie, nous appliquons la proposition 6.2 aux diviseurs j*E et j7*E’ introduits
dans la partie 7 afin de trouver une fonction rationnelle f telle que j*E — j*E’ = div(f).
Ensuite, nous utiliserons la proposition 6.1 pour écrire la hauteur théta que nous cherchons
comme hauteur d’une famille de valeurs de f.
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Dans un premier temps, nous nous intéressons a des générateurs des idéaux des diviseurs
j*E et j*E'. Comme ceux-ci ne sont pas réduits, nous avons besoin d’adapter la proposition 2.2
de la maniere suivante.

LEMME 9.1. Soient X un sous-schéma fermé intégre lisse de P et E un diviseur effectif
de X. On suppose que le support de E est de degré au plus A et de hauteur au plus H tandis
que chaque composante de E est de multiplicité au plus m. On note Zg le faisceau d’idéaux
de E dans X et y = 24m X1 Alors :

(1) le faisceau g (mAY) est engendré par ses sections globales.

(2) Pour n' € N tel que I‘(]P’(%,O(n’)) — I(X,0(n)) est surjectif, il existe une base de
I'(X,Zg(n')) dont les éléments sont images d’une famille de polynémes de T'(P™, O(n')) de
sorte que la hauteur hs, de la famille des coefficients de ces polynomes est au plus

d(n'H + n'log(n + 1) + 1 log d)
oud=dimIT(X,0(n)).

Démonstration. Ecrivons E = >l m;E; avec E; irréductible. D’apres [8], le faisceau
TIg,((deg E;)7) est engendré par ses sections globales. Comme pour deux diviseurs F et E
nous avons un morphisme

(X, Zp(n1)) @ (X, Ip/(n2)) — T(X, Tptp (n1 + n2))
il vient que le faisceau Zg(ng) est engendré par ses sections globales pour ng =
iy mi(deg E;)” < mAY. Ceci donne (1). Pour (2) nous imitons la preuve de la proposi-
tion 2.2. Si nous fixons une partie dense &; de E;, 'espace I'(X, Zg(n')) sera caractérisé par des
annulations aux points de &; a I’ordre m; pour tout ¢. Plus précisément, choisissons une famille

de monoémes de I'(P™, O(n')) dont les images forment une base de I'(X, O(n’)). Ces monomes
engendrent un espace Vo ~ Q% et I'(P", Zg(n’)) s’identifie & un sous-espace V C V; avec

i p
V—{PGVOWZ'Vye&-VjeN"“, 7] < mi ng(y)—O}~

Par suite 'orthogonal de V' est engendré par des vecteurs de la forme (T;.l)y”/*j (avec un
coefficient multinomial) et cela donne

li
= H < ! ")),
hs(V) =hs(V>) <d (n max ryneagfh(y) + max, log (j ))

D’aprés la proposition 2.1, on peut choisir & de sorte que le premier maximum soit au plus
H + . Comme le second est strictement inférieur & n’log(n + 1), en choisissant ¢ assez petit
nous trouvons

hs(V) < dn'(H +log(n + 1)).

Le lemme de Siegel 2.1 fournit alors une base B de V telle que (avec dimV < d)

1
Z h(v) < dn'(H +log(n + 1)) + §dlog d.
veB

Quitte a multiplier par des scalaires les éléments de B, on peut supposer que chacun a un
coefficient égal a 1. Ceci entraine

hoo(B) <> h(v)
vEB
et montre le résultat souhaité. ]
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Nous ferons encore usage du lemme élémentaire suivant.

LEMME 9.2. Soient xy,...,z,, des éléments de Q"2 et {y,...,0,, : Q"> — Q des formes
linéaires telles que pour tout j, 1 < j < ng, il existe i, 1 <1i < ny, avec €;(x;) # 0. Alors il
existe une famille x', ..., x;, de Q" telle que :

(1) Vect(x,... x5, ) = Vect(z1,...,2n,),
(2) £;(x}) # 0 pour tout j, 1 < j < ng et
(3) hoo(zy,...,2),)) < hoo(1,. .., Ty, ) + 2logmin(ny, n3).

Démonstration. Posons n = min(ny,n3). Quitte & permuter la famille initiale, on peut
supposer que pour tout j, 1 < j < ng, il existe ¢, 1 < i < n, avec £;(z;) # 0. Nous prendrons
alors @ = x; pour tout i > 2 et 2} = > | \iz; avec \; € {—1,1,...,n}. Ceci suffit & assurer
(1) et, par un rapide calcul, (3). Il reste & choisir les A; pour avoir (2). Ceci revient & exiger
la non-nullité de P = H;}:1 o Ailj(x;) qui est un polynéme de degré n en les \;. Il est non
identiquement nul comme produit de formes linéaires non nulles par hypothese. Il est alors
facile de vérifier que le choix indiqué est possible (par exemple en raisonnant par récurrence a
partir du fait qu'un polynéme non nul en une variable de degré n a au plus n zéros). [

Notre démarche est maintenant la suivante : la proposition 7.2 jointe au corollaire 8.1
fournit des valeurs pour A, H et m (voir la fin de la partie 8) qui permettent d’appliquer le
lemme 9.1 aux diviseurs j*E et j* E' sur X = C9 ¢ P*'~1. Celui-ci nous donne, pour n’ = mA?,
des bases (s;)ier de I'(CY,Zj«p/(n')) et (up)res de T'(C9,Z;j+g(n')) dont nous contrélons la
hauteur. Alors, comme j*FE et j*E’ sont linéairement équivalents (d’aprés la proposition 6.1),
la proposition 6.2 permet de trouver ¢t € I'(C9, O(n')) tel que j*E’' — j*E = div(s1/t). Nous
posons f =t/s;. Par ailleurs, nous fixons (grace au lemme 7.2) des représentants dans CY
des points de 4-torsion de J, disons T7,...,Tpe € C9. Si E — E’ ’écrit div(fy) sur J alors
| et j* fo different par une constante multiplicative donc la hauteur de la famille des f(73)
coincide avec celle des fo(z), © € Ker[4]. Finalement, par la proposition 6.1, cette hauteur vaut
160" (J, Ogym).-

Il reste donc seulement a estimer les hauteurs a chaque étape de ce procédé. Pour faciliter
Pévaluation de f(7;) nous allons de plus exiger que s; ne s’annule en aucun des T;. C’est ici que
le lemme 9.2 intervient pour modifier la base (s;);c; : nous considérons les 249 formes linéaires
d’évaluation en les T;. L’hypothese du lemme est satisfaite car aucun des T; n’appartient au
support de j*E’ (puisque Ker[4] N E" = [4]*({0} N 7%, ,©) = 0 par le choix de @) et donc la
conclusion nous permet de supposer s1(7}) # 0 pour 1 < i < 2% quitte & augmenter la borne
de hauteur de 8¢ log 2.

Voyons maintenant les estimations. Nous notons

n=49+2D -2, m= g!24g+1, v = 2g_1,
A=n""1 p=mAY et H=n""(n(C)+1).
Pour mettre en ceuvre le lemme 9.1, on notera que n’ > D entraine la surjectivité de
L(PY =1, 0(n)) — T(C9,0(n'))

et que la dimension de ce second espace vaut (n'D+1—g)9 < (n’D)9 par la formule de
Kiinneth et le théoreme de Riemann—Roch. Ainsi la borne de hauteur du lemme 9.1 est majorée
par (n'D)9(n'H + n'log(49) 4+ (1/2)glog(n’D)) que 'on peut méme remplacer par

H, = (W'D)**"(H + 2g).
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Ceci signifie que les bases décrites plus haut, notées en abrégé s et u, peuvent étre choisies avec
hoo(u) < Hy, et, apres la modification due au lemme 9.2, ho(s) < H, + 8glog2. Rappelons
ici que ces écritures sous-entendent que les vecteurs de ces bases sont représentés par des
polynémes (fixés) de T(P*' =1, O(n)). Il en ira de méme de la section ¢ plus bas.

Pour calculer la hauteur de ¢, nous faisons intervenir des générateurs de l'idéal de CY9 de
maniéreg analogue a ce que nous avons fait dans la partie précédente. Notons Z 'idéal de CY
dans P* 1.

LEMME 9.3. I existe une famille génératrice G de I'(P*'~1,Z(2n')) telle que
hoo(G) < (20 + 1D)¥ (W(C) + 1).

3 . . ’ N . 9__
Démonstration. En raisonnant par récurrence & partir du lemme 2.2 on a dans P*" !

degC? = g!D9 et RW(CY)= 2(9 + D)D" h(0).

2n/ —1—49—1 2n' +49 — 1
log .
2n/

( ) donc
(2n + 1)4“1(49 —1)log2n’
n' + 1)

Si 'on applique la proposition 2.2 il vient

hoo () < 20/ (2n/g+ g) )+

Comme D971 < Aet g(g+1)! <m ona h(CY

(
heo(9) < (20 + 1)?*2R(C) +
(2n' + 1)9+2h(0)

DN | =

) <
+(2

<
<
en utilisant par exemple log 2n’ < v2n' et 49 < /n’. On conclut alors par g + 2 < 49. |

Venons-en a la détermination de la section t.

ProrosiTION 9.1. I existe une représentation polynomiale de t telle que

h(t) < (0’ D)9 (20" + 1) Y (hoo (G) + 2H,, + ).

Démonstration. Nous fixons un sous-espace Vp C D'(P¥ =1 O(n')) engendré par des
monomes de sorte que l'on ait un isomorphisme Vg ~ I'(C?, O(n')) par restriction a C9. Nous
cherchons t € V. D’apres la proposition 6.2, les conditions que doit vérifier ¢ s’écrivent : pour
tout j

rang(G, ts;, (syug)g) < A’

(voir la démonstration de la proposition 8.1). Ici A’ est une quantité bien déterminée que nous
ne chercherons pas & calculer mais majorerons simplement dans la suite par dim T'(P**~1, O(n’))
et méme par (2n' 4 1)*’~!. Maintenant chaque condition se traduit comme une forme linéaire
en t qui comme polyndme sur Z est homogene de degré au plus A’ en chaque groupe G, s et
u ainsi que de longueur au plus A’!(dimT(C9, O(n')))?". Par suite la hauteur h d’une forme
linéaire est au plus :

A'(hoo(G) + hoo(8) + hoo(u) + 2log(2n” + 1)49_1)-

Comme dimI'(C7,0(n')) < (n'D)Y la hauteur de Schmidt de 'espace de ces formes linéaires
en t est plus petite que

(n' D) A" (hoo(G) + 2H,, + 8glog 2 + 229 log(2n” + 1)).
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De plus ¢ est déterminé a une constante preés par les conditions données donc la hau-
teur de Schmidt précédente est hg((Qt)1) = hg(Qt) = h(t). On vérifie facilement 8log?2 +
229+ 10g(2n' + 1) < n’ et 'on en déduit la borne de 1’énoncé. O

In fine, nous voulons évaluer

n () cran) = ((tm)) | (e [T

J#i 1<i<249

ou, pour que la derniére écriture ait un sens, on suppose fixées des coordonnées des T;.
En utilisant ici h < ho + glog4 puis Cauchy—Schwarz pour majorer les expressions du type
[t(T})]v, cette hauteur est au plus

249

Poo (t) 4 (249 — 1) hoo () 4+ 1’ Z h(T;) + glog4

(on rappelle que t et s; sont représentés par des polyndémes de degré n'). Pour majorer h(T;)
nous utilisons le lemme 7.2 avec r =4, B, =0 et E_ =2(D — 1)Py. Ceci permet de prendre
x € Ker[4] et montre que 'on peut choisir T; avec des coordonnées de hauteur au plus

L(h(Ly) + 2ndeg(L,,) max(h(Py), log v'2))

(noter que notre n correspond bien au max(rg + n,m) du lemme). Avec le corollaire 8.1 cette
quantité se majore facilement par n'®"*4(h(C) + 1). Par suite

249

Z h(T;) < 2%9gn'8" T4 (h(C) +1) < H.
i=1

Comme la hauteur des f(7;) vaut 16hé4)(<], Ogym ), DOUS trouvons a ce stade

WY (T, Ouym) < 5 ((t) + (2%9 — 1)(H, + 69) + n'H + 2g)
< 15 (h(t) +2YH,).

En faisant intervenir la proposition 9.1, il vient
WY (T, Ouym) < (/D)9 (20" + 1) " (hoo (G) + 3H.,).
Vu les définitions de H et H, nous avons
H, < (29 +1)(n'D)Y"H < (n/)972H < (n)92A3(h(C) + 1).

Lorsque g > 2 ceci est largement majoré par la borne donnée pour heo(G) (voir lemme 9.3) et

donc
h$Y (1, Ogym) < (W'D)? (20" +1)*4'~L(h(C) + 1)
< @n + D THI(R(C) + 1)

Enfin 2m + 1 < n™? donc 2n' +1 < n®™/2 et il reste & majorer 37y(229 + g/2). Toujours
si g=>2 on a g<2%2973 dout 37v(229 + g/2) < ((37 x 17)/32)89 < 20.87. Ceci termine la
démonstration dans le cas ot ¢ > 1. Lorsque g = 1 on utilise plutot max(2n’ 4+ 1,7/ D) < nt8n+2
ce qui montre que ho(G) et H, sont majorés par la méme quantité 2n*(187+2)(h(C) + 1) puis

h$Y (1, Ogym) < n8I8 D ((C) + 1) < 067 (h(C) + 1)

et 146n est bien inférieur & 160n = 20n89. Le théoréme 1.3 est donc entierement démontré.
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10. Conclusion

Dans cette partie nous combinons toutes nos estimations pour établir les théoremes
principaux. Nous nous placgons tout d’abord dans le cadre du théoreme 1.2. Pour alléger, nous
notons dans la suite H; = max(he(F),log|Agk/ql,1) et Ho = Hi[K : Q]° log(heo (F) + 2).

PROPOSITION 10.1. Si F est irréductible dans Q[X,Y] et définit une courbe de genre
4
(géométrique) au moins 2 alors log Card{(x,y) € K% | F(z,y) = 0} < 5P ~64H,.

_ Démonstration. Nous désignons par C' la courbe définie par ZP F(X/Z,Y/Z) dans P? et par
C sa normalisée. Nous allons majorer Card C'(K'). Nous nous basons sur I'estimation suivante
pour C' (il s’agit du résultat de [19] combiné avec celui de [5]; voir [5, p. 643]) :

Card C(K) < (2*[L : Q] max(1, h§Y (Jac(C), Ogym)) deg o )TV

ou r = rang Jac(C')(K), le diviseur Ogyr, est un translaté symétrique du diviseur théta et L un

corps de définition de (Jac(C')(K), Osym ). Avec les notations de la partie 7, nous pouvons choisir
pour L un corps de définition de w, ce qui permet de prendre [L : Q] < 229[K : Q] puisque w est

un point de 2-division d’un point de Jac(C)(K). En outre nous avons deg; 3o C' = 16 degg C' =
16g. Ceci nous donne la majoration citée dans 'introduction

Card C(K) < (279K : Qlgmax(1, hg)) "1™

Maintenant Card C'(K) < Card C(K) + D? car C a au plus D? points non lisses. En majorant
g < D?/2 on en déduit

Card C(K) < (2%*%[K : Q]D? max(1, b)) " 7"
D’apres le théoreme 1.3 nous avons
max(1, hg) < m?°"* (W(C) + 1)

ol h(é’) est la hauteur de C' dans un plongement C — P? de degré D et m= 49 + 2D — 2.
En outre avec le théoréeme 1.5 nous pouvons choisir D= D(D — 2) (on note que I’hypothése
g > 2 entraine D >4) et h(C) < DD3*5(6hOO(F) +9D?). D’une part il vient h(C)+1 <
DP’=35(hoo (F) +2). D’autre part la majoration 2g < (D —1)(D —2) donne m < 2(2D —
1)(D — 2) < 4D?. En utilisant encore D < 2P/2 nous arrivons a

938429 )2 max(l, ha) < (hoo (F) + 2)42+2g+D+D(D373)/2+(D+2)20m89.

Pour simplifier I'exposant, nous écrivons m(D + 2) < 2D?(2D — 1) < D*et 42 +2g + D < D*.
Ainsi notre exposant est au plus 24D*89. Par suite

log Card C(K) < (r + 1)g*°24D*89[K : Q] log(hoo (F) + 2).
La majoration r + 1 < 28g2+14DD3+13[K : Q]*H; obtenue 4 la fin de la partie 5 nous mene &
log Card C/(K) < 289 +39+19 pD*+17 20 pr,

Avec g < D2/2 nous arrivons a 2892+39_1DD3+57H2. Si nous réutilisons D < 2P/2 nous
pouvons écrire D7 < 4P° Par ailleurs 29+1< D?—2D et 8¢ +3g—1<2(2g+1)% En
combinant, notre majoration devient

4(D2_2D)2+D3DD3H2 < (4D_2D)D3H2.

Enfin on constate aisément que D/4 < (5/4)P~! donc 4P~2D < 5P~ En substituant et en
minorant D? par 64 on voit apparaitre la borne annoncée. |
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Nous examinons ensuite le cas du genre 1. Il s’agit donc de majorer le nombre de points
de torsion définis sur K d’une courbe elliptique. On sait, par un théoreme de Merel rendu
effectif par Parent (voir [15]), donner une borne ne dépendant que de [K : Q]. Toutefois la
dépendance devient doublement exponentielle pour ce parametre alors que nous souhaitons
une borne de la méme forme que précédemment. Nous suivons donc une autre méthode, a
partir d’'une estimation de Petsche (apres Hindry et Silverman) qui fait intervenir le quotient
de Szpiro que nous pouvons controler par un terme de hauteur.

PROPOSITION 10.2. Si F est irréductible dans Q[X,Y] et définit une courbe de genre
(geometnque) 1 et si {(z,y) € K*| F(z,y) =0} est fini alors son cardinal est au plus
exp(5D 2H,).

Démonstration. On note C et C' comme dans la démonstration précédente et I'on a encore
Card O(K) < Card C(K) 4 D?. Si C(K) =) ceci donne le résultat ; sinon C' est une courbe
elliptique et par hypothese C(K) = C(K)iors. Fixons une extension L de K de degré au plus
6 au-dessus de laquelle sont définis tous les points d’ordre 2 de la courbe elliptique C. D’apres
le théoréme de Petsche (voir [17, théoreme 1]) on a

Card C(K) < Card C(L)sors < 2°[L : Qlog,, log(2'7[L : QloZ. ;)

ollos,y, est le quotient de Szpiro. Nous majorons celui-ci par log [Ny jgAs 1|/ log2 ot Ag p est
le discriminant minimal de notre courbe elliptique. Maintenant 'hypothese faite sur L permet
d’affirmer que C' admet un modele d’équation y? = z(x — 1)(z — A) avec A € L. D’apres le
lemme 5.1, il existe u € Of, tel que uX € O et hoo (1, u, ul) < [L : Q)hoo(1, ). Par conséquent
nous disposons aussi du modele y? = x(x — u?)(z — u?)) A coefficients dans Oy, Ainsi Aer
divise le discriminant de ce dernier modele qui vaut 16u'?A?(1 — \)2. Nous en déduisons

10g [N /gA¢ /] < [L: Qlhoo(1,16u2A*(1 = A)?) < [L : Q)(610g 2 + 12heo (1, u, ul)).

En combinant, il vient

o5 < [foigg] (6log 2 + 12[L : Qlhae(1,N)) < 2°[L : Q]2 max(1, hoo (1, )

grace a 2 / 3 < log2 < 1. Si nous reportons dans la borne de Petsche, elle-méme plus petite que
222[L : Q)2 O'~/L7 nous trouvons
Card C(K) < 2%7[L : Q¥ max(1, hoo (1, 1)) < 2°%[K : Q)® max(1, hoo (1, N))?.

On sait ensuite que le parametre A s’écrit comme la puissance quatrieme du quotient de
deux fonctions théta associées a r =2: )\ = (91/02) (voir [10, page 187]) et donc heo(1,A) <
élh((f)(C’7 ©) (on peut en fait montrer que 4h (C ©) =h(1,\,1=X); ici © = Ogym est
Porigine). En vertu du fait 3.3(ii) de [5], nous avons ensuite h((,z)(é,G)) < hé4)(C~’7@) ce qui
nous permet d’utiliser les calculs des parties 6 a 9, autrement dit le résultat du théoreme 1.3.

Nous en déduisons
hoo(1,A) < 4(2D + 2)3200+D) (1(C) + 1)
< 4(2D%)3200* (DD =56k (F) + 9D?) + 1)

avec le théoreme 1.5. En utilisant D > 3 (qui résulte de ’hypothese sur le genre) il vient
hoo(1,\) < 24(2D2)3200° DD° =5 D2(h_(F) + 2)
< D¥P% (hoo(F) +2)
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et donc
Card C(K) < DY’ [K : Q¥ (hoo (F) + 2)3.

Comme Card C(K) < Card C(K) 4+ D?, nous obtenons une borne pour C(K) en remplacant
965 par 966 que nous pouvons encore majorer par D’. En passant au logarithme, il vient
facilement

log Card C(K) < DK : Q]log(heo(F) +2) < D'2H,

et 'on majore encore brutalement D'? < 5D -2 O

Nous allons conclure en examinant les cas dégénérés ou aucune des deux propositions
précédentes ne s’applique.

LEMME 10.1. Si F est irréductible dans K[X,Y] et si {(z,y) € K? | F(z,y) = 0} est fini
4
alors cet ensemble est de cardinal au plus exp(5” ~2Hy).

Démonstration. Supposons tout d’abord que F' soit irréductible dans Q[X,Y]. Par ce qui
précede il suffit d’établir le cas ot la normalisée C' de la courbe C' est de genre nul. Comme
C(K) est fini, il est vide. Par suite Card C(K) < D? et cela donne le résultat (noter D > 2
et Hy >log?2). Si F n'est pas irréductible dans Q[X, Y], nous considérons un diviseur G €
Q[X, Y] irréductible de F. Nous pouvons supposer que I'un des coefficients de G appartient
a K. Ceci entraine que tout conjugué o(G), o € Gal(Q/K), distinct de G est premier avec
G. Comme o(G) | F, le polynéme F est divisible par le produit des conjugués distincts de G
donc, par irréductibilité, F' est égal a ce produit multiplié par un élément de K. Maintenant
si (z,y) € K? avec F(z,y) =0 on a o(G)(z,y) = 0 pour un certain o € Gal(Q/K) donc pour
tous (car (x,y) est fixe). Les zéros de F sont donc contenus dans 'intersection d’au moins deux
courbes irréductibles distinctes de degré au plus D. Par suite leur nombre est ici aussi majoré
par D2, |

Passons au cas général.
LEMME 10.2. Le théoreme 1.2 est vrai avec la borne exp(5D4’2H2),

Démonstration. Ecrivons F = Hle F; avec F; irréductible dans K[X,Y] et D; = deg F;.
Alors par le lemme précédent

Card{(z,y) € K* | F(z,y) =0} < ZCard{(x,y) € K? | Fy(z,y) = 0}

1=1
S
4
<Y exp(57 2 Hy(Fy))
1=1
< exp (Z 5D?_ZH2(F1’>>
1=1

ot 'on a utilisé la notation Hs(F;) définie comme Hy pour F' et la relation e® + el L eatt pour
a,b > 1 (on note D; > 2). Nous supposons s > 2 car sinon il n’y a rien a faire. Si nous écrivons

ensuite
S

Z5D§ < D5(P-2)* < 5(D-2)*+D < 5D'-D?

i=1
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il reste seulement & majorer Hy(F;) < 5P° H, (F) pour tout i. Ceci est largement vrai comme
le montre l'argument suivant. Nous employons la hauteur hg,(F) (voir partie 2) qui est
multiplicative (hg, (F'G) = hg,(F) + hs,(G)) et vérifie

hoo(F') = 2D < hg, (F) < hoo(F) + 2D
(la premiere inégalité vient de ce que, pour une place infinie v, la valeur absolue v-adique
du coefficient de X?Y? dans F est au plus (D!/a!b!(D — a — b)) M, (F) < e2P M, (F) ; pour la
seconde voir démonstration du lemme 2.3). Si nous appliquons ceci tant pour le polynéme F

que pour les F;, nous obtenons

S

i hoo (F) <Y (hs, (Fi) + 2D;) = h, (F) + 2D < hoo(F) + 4D.

i=1
Nous avons donc max(heo(F;),1) < (4D + 1) max(hoo (F'), 1) et
log(heo (F;) +2) <log(2D + 1) 4+ log(heo (F) +2) < (4D + 1) log(heo (F) + 2).
Finalement Hy(F;) < (4D + 1)?Hy(F). O
Ce lemme termine donc la démonstration du théoreme 1.2. Nous avons méme un gain d’un
facteur 25 dans l'exposant. Celui-ci est nécessaire pour déduire le théoreme 1.1 a cause de la

légere différence de formulation : en majorant simplement h., (F') par log M (et avec [K : Q] =
Ak /g = 1) nous arrivons a

exp(5"(log M)(log(log M + 2)));

toutefois comme M >3 nous avons log(log M + 2) < 13loglog M qui donne la borne du
théoreme 1.1 avec 13 < 25.
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