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M. RAYNAUD

» Faltings @
Soient un nombre remier A = U(A le K-groupe —divisible

constitué par la torsion p-primaire de Ay » TP(AK) son module de Tate. Consi-

dérons HK = jLrll(HK) noun sous-K-groupe p-divisible de (AK) . I1 lui corres-
pond un sous—ZZp-module Mde T (AK) , stable sous 1'action g:; groupe de Galois

Gal(K/K) ; soit h 1le rang de M . Supposons pour simplifier K=Q . Faltings
calcule la puissance du caractere cyclotomique qui décrit 1raction de Gal X/X)
sur AhM , au moyen d'un invariant jocal, 1ié a la réduction de HK en p . Cette
relation entraine que les isogénies Uy AK———>BK , de noyau (HK)pn , conservent
le degré d'Arakelov pour n»0

Ceci étant, les sous-groupes p—divisibles de (AK) , du type He qui
apparaissent dans la démonstration de Faltings, s'introduisent de fagon non
effective : ils sont extraits, par un argument de compacité des noyaux, de
familles infinies de p-isogénies.

Pour Ssauver 1reffectivité, dans cette partie galoisienne de la démonstration,
on remplace la considération des sous-groupes p—divisibles HK , par celle des
sous-groupes (HK) no dont les points a valeurs dans K sont du type
(Z/pnﬂ.)h . Autrement dit, au lieu des groupes p-divisibles, appelés aussi de
Barsotti-Tate (BT), on utilise les groupes de Barsotti-Tate tronqués (BTn) . Les
propriétés différentielles des BT, > ainsi que les propriétés de déformation
dont on a besoin, sont établies dans ce volume Exp. VI.

Que 1'on utilise les BT ou bien les BT il arrive que ceux-ci se spécia-
1isent mal en les places ramifiées de K . On contrdle ce phénomene, de fagon
offective, au §3, grace a la "'presque décomposition de Hodge-Tate" des schémas
en groupes finis, mise en gvidence par Fontaine.

Jtai appris 1'idée d'utiliser les BT dans une lettre de Parshin. Le §4

doit également beaucoup 2 1'exposé de Deligne au séminaire Bourbaki.

Ta= ISOGéNIES ET DIFFéRENTE

1.0.- Notations : Dans la suite K sera un COTpS de 1'un des deux types suivants :

Cas global : K est un corps de nombres, extension finie de Q -

Cas local : K est 1e corps des fractions d'un anneau de valuation discrete
complet, d'inégales caractéristiques, de corps résiduel k parfait de caracté-
ristique p>0 -

Dans les deux cas, On note 0 1'anneau d'entiers de K et ¥ une cloture al-
gébrique de K.

partant d'un corps global K et d'une place finie v de K , on obtient par
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HAUTEURS ET ISOGENIES

complétion de K en v un corps local Kv , d'anneau d'entiers OV , de corps

résiduel fini kV

1.1.- Modele de Néron et isogénies

Soient AK une K-variété abélienne de dimension g et A son modele de
Néron sur (0 . Donc A est O-schéma en groupes lisse, séparé, de type fini, de
fibre générique AK . On note A° le sous-schéma en groupes ouvert de A , a
fibres comnexes. Nous dirons abusivement que A° est le modele de Néron connexe
de Ay sur 0

Soit Uy :A.K-——aBK une K-isogénie entre K-variétés abéliennes, de noyau
M - Le degré d de ug est le cardinal de MK(K)

d= # M X0

Le morphisme Uy s'étend canoniquement en un (O-morphisme des modeles de Néron
u:A—>B . Soit u®:A° —B° 1a restriction de u aux modeles de Néron
connexes. On pose M=Ker u® qui est un 0-schéma en groupes.

Si K est global et si v est une place finie de X , par changement de base
on obtient Av==A ®OOV, AKV = AK ®KKV..., et /—\v est un modele de Néron de
Ay sur 0V

La proposition suivante est immédiate : (cf. [5], 2.2.1)

PROPOSITION 1.1.1.- Supposons K ALocal. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes :
(i) u:A—>B est plat.

(i1) M est plat sun 0
(iii) M est quasi-gini swe
(iv) @ 8k est swrjectis.

De plus, Lonsque ces conditions sont néalisées, on a une suite exacte de schémas
en groupes pour La topologie gideLement plate de présentation finie (fppf)

o
0—sM—> A° Y% 50— 0

Exemples 1.1.2 : Supposons K local.

a) Si A a bonne réduction sur ¢ , u et M sont finis et plats.

b) Si AK a réduction semi-stable sur (0 , u et M sont quasi-finis et plats.
(car u se factorise a travers la multiplication par d:A—A qui a un
noyau quasi-fini).

c) Si (d,p) =1, alors u et M sont étales.
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d) Supposons que A ne soit
cation par P

pas plate.

bas semi-stable. Pren

ons AK B BK et pour u
- Alors u est 1a multiplication p

ar p dans A et y n'est

1.2.~ Schémas en groupes quasi-finis

Supposons K local.

Soit X un 0-schéma Quasi-fini et séparé. Alors, comme ¢ est complet
(hensélien suffirait), x

se décompose canoniquement en
s

x=x1LL X,

1 st fini sur ¢ et X2 est au-dessus de Spec (K)

- Le schéma X1 n'est
autre que la complétion de X 1e long de sa fibre au-dessus de k ; nous le
notons désormais X et nous dirons

que X est la partie finie de X

» X est un Sous-schéma en groupes ouvert
X est plat sur 0 ete

le groupe quotient fppf X/X est un (-
prolongement par zéro sur Spec(0) de sa fibre génér

Si X est un ¢-
et fermé de x
commutatifs,

schéma en groupes
- Si de plus St un schéma en groupes
schéma en groupes étale
ique.

b

1.3.- Différente (cf. Exp. VI, 4.9.4),

Considérons 3 nouveau une isogénie y
u (resp. u°)

Soit wA/O le faisceau inve
de degré maximum, et soit Wy 1'image réciproque de Waz0 Sur  Spec(0) » par la
section unité de A

- On a donc wA==det(Lie AY, ou v désigne 1le 0-module

dual. On définit de méme
Considérons 1le O-module inversible ¢ 8 w_1

0
A B - Lorsque u
de sorte que l'on a une suite éxacte fpp

est surjectif,
f de schéma

S en groupes :

o
Ut Moot 590 5

alors Wy <] wg1 s'interprete en terme du noyau M 0N 8 wé1 est 1'image réci-

proque, par la section unité de M » du module dualisant relatif )

En effet, si Y est le faisceau d'idéaux de ¢ o

qui définit M M est loca-
lement intersection compléte dans

A° et 1'on a :

_ Voo Oy* . ~1 e -1
Uy 0" QAO/O 8 det(J/g ) = uk9/0® W) (wgo/o) = f (mA (% wg )

est le morphisme structural.

n'est pas plat sur ¢
calculer au moyen de M

ou f *M—>Spec(0)

R =1
Dans le cas on M > Wy ® Wy

n'a plus de raison de se
» Mais est déterming par

U et nous poserons :
-1

w, 8 o =W
A B u

k 1la multipli-

-
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Du fait que ug est étale, la fléche canonique W T W, déduite de u ,
est injective. Par tensorisation avec wé1 , on obtient donc une injection

canonique :

-1
00— wp ® Wy =Wy

et il existe un idéal non nul 42; de 0 , tel que W, =0(L};1)
En d'autres termes, 1'application Lie(u) : Lie(A) —>Lie(B) est injective et si,
dans des bases locales, on calcule son déterminant, celui-ci engendre AVi
En particulier, on voit que O[L}a a pour support les places v ou u, n'est
pas étale et nous dirons que 4): est la différente de u . Pour justifier
cette terminologie, nous allons esquisser le lien avec la notion classique de
différente, en une place v ou Mv est quasi-fini.

Pour ce faire, '"rappelons" (cf. [7], Appendix), que si on a un morphisme
fini et plat de S-schémas lisses :

u

X > Y

S

on dispose d'une application canonique sur les différentielles relatives de degré

maximum, la trace :

T e u,( ) — w

/s Y/s

qui est OY—linéaire et telle que

(n Tr(fu,(w) = Try ,(Hw , Vv V ouvert de Y ,

X/Y
=] .
v fe0y[u V), Vo€uwy gV

De plus, 1l'application OX—linéaire associée :

2) —Pom, (0,0 )
W/ 0y xX*%y/s

wk—> (f —> Tr (fw))

est un isomorphisme.
Tensorisant les deux membres de (2) par w;}s , on en déduit un isomorphisme

de OX—modules inversibles :
(3) Wy e @ o] —E%E—9j€om (0y,0y)
%18 © Y8 0, XY
qui est la formule de passage clé entre le calcul du complexe dualisant relatif
wyy en terme de présentation par des schémas lisses d'une part, et en terme

du morphisme fini et plat, localement intersection compléte u:X—>Y d'autre
part.




M. RAYNAUD

Par ailleurs, 1'application canonique déduite de u :u*(“Y/S) —>uy/g
donne une fléche QX———> Wy /g ® w;}s qui, composée avec (3) fournit une applica-
tion Qy-linéaire :

4 0 ——>Yeomy (05,01

D'aprés (1), (4) n'est autre que 1'application

f— (gr——>TrX/Y(gf)) .

Supposons de plus que la restriction de u & un ouvert U de X , schématique-
ment dense dans X , soit étale. Alors (4) est un isomorphisme au-dessus de U
et il existe un idéal inversible,L;P de OX tel que (4) s'identifie a 1'applica-

tion canonique
QK——f>4/9_1

Alors A)¢_1 coincide avec la différente inverse classique, formée des sections
méromorphes £ de QX , telles que Tr(£fx) GOY ,V XE:OX

Supposons de plus que X et Y soient des S-schémas en groupes et que u
soit un morphisme de S-schémas en groupes. Alors //}/ est un faisceau équivariant
sur X , donc est 1'image réciproque, d'un faisceau d'idéaux de OS , noté encore
4}P . De plus H=Ker(u) est un S-schéma en groupes fini et plat et par le
changement de base S——=7Y défini par la section unité, on trouve que ,oyﬁH

est bien la différente classique de la OS—algébre finie, génériquement étale

OH
Revenons a notre isogénie Uy et a son prolongement 1° Supposons u
. . . . N . . . .
quasi-fini et soit M 1la partie finie (1.2) de M , de sorte que 1'on a une suite

exacte :

00— M—s AO-—il—a Ao/ﬁ-——a 0
avec G fini et un morphisme étale

Vo Ao/ﬁ-——a B
tels que u=vl

Comme v est étale, Ayﬂ; = 4)% et les considérations précédentes montrent
que 47: OM est 1'idéal différente de la (O-algebre finie 0%

1.4.- Isogénie et degré d'Arakelov

Dans ce numéro, K est un corps global.
Soit 1 :K—C un plongement complexe de K . Partant d'une isogénie
Ug :AK-——-é»BK comme dans 1.1, on en déduit par le changement de corps 1 |,
une isogénie de tores complexes u. e AT ——>E&

ol

un

La.
cd

Pa
D&

PR
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Rappelons (exposé I §3-3) que sur wy on a une métrique hermitienne telle que
T

w,w>. = [, |wad]
T AT
otl le second membre désigne 1'intégrale pour une mesure de Haar normalisée par

un facteur ne dépendant que de la dimension de A .
On munit le faisceau w, = Wy 8 wg1 =/V¢;] de la métrique "différence' .
T T T T
Soit w€wp . On a
jAﬁlu*(m)A ur (@) | = ijle»\m| 5
ou d est le degré de uy
, . . g1
C'est dire que la section 1 de Wy —A)}u est telle que
<1,1>T =d
Donc, si v est une place a 1'infini de K , la valeur absolue v-adique de la
section 1 de AQ};1 est telle que
IH]L =d si v est complexe
|H|b - a"% si v est réelle.
La contribution des places a 1'infini dans le calcul du degré d'Arakelov (réf.
exposé 1 §1, corollaire de la proposition 1.1) de la section 1 de 0$;1 est alors:

- L e o/
5 infini 0g|l1l|v g(d) [K:Q1/

Par ailleurs, le degré, a distance finie de la section 1 de,¢};1 est log # (OZL;P).
D'oll la proposition : !
PROPOSITION 1.4.1.-
-1
deg(wy) - deglwp) = degly) = deg(4/‘”u ) = -Log(d)[K:Q1/2 + Log# (0%)

COROLLAIRE 1.4.2.- Les conditions sulvantes sont équivalentes :

(1) deglwy) = deg(wg) ,

.. _ S [K:Q1/2

( 0 =d

ii) 4 C [Lfa)

(i) aBQV2 out un ention et engendne £'idéak Normy,, (V)

(iv) Pour tout nombre premier p , 44 ph est fa puissance de p qui divise
d ,ona:
hiK:Q/2 =2 v, (/) d, ,
pp FOWE
ou Vp est la valuation de Op , de groupe de valeurs 7Z et dp est le degré
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du corps résiduel kp sur JFP.
COROLLAIRE 1.4.3.- Les conditions de 1.4.2 , sont en parnticulion satisfaites,

AL pour tout p  premien et toute place y de 0 au-dessus de P ,ona

vp(4/;) = eph/Z
ot h et Vp sont comme dans 1.4.2 et e

O){I au-dessus de 7

est L'indice de ramification de

De plus, 84 ces conditions sont néalisbes, Le faisceaun d'Arakelou #SZ
est tuivial. Pour que Le patsceau d'Arakelov /Lﬁj

S04t Bivial, i faut et ik
SUfft qu' il existe feK , Xel que fz = od

» 0l o est une racine de £'unite.
Démonstration de 1.4.3
Zefmonstration de 1.4.3

Si pour toute place p de 0 au-dessus de p ona vp(¢/;) =e h/2
condition iv) de 1.4.2 est vérifiée car % e d = [K:Q1]
f/p o

, la
, d'oll 1a premiere
assertion.
Supposons que vp({}t) = ep h/2  pour toute place finie n de 0
d engendre ,Lﬁgi , donc 1/d engendre 4/;2
ment complexe 1 : K—s(
que <1,1>T = d2 , donc
d'Arakelov <7¢;2 .

. Alors
- Par ailleurs, pour tout plonge-
» la section 1 du faisceau d'Arakelov 49*52 est telle

<1/d,1/d>T =1 et 1/d trivialise le faisceau

Enfin, si le faisceau d'Arakelov AQ%:
a f2:= ad , oll o est une unité de 0
est de module 1,

est trivialisé par une section f , On

» qui dans tout plongement complexe
donc o est une racine de 1'unité.

Remarque 1.4.4 : Les conditions de 1.4.2 sont celles qui interviennent dans la

démonstration de Faltings. Elles introduisent une moyenne des valuations de 7~

u
en les diverses places de

0 au-dessus de tout premier p . On peut les traduire

encore en disant que le faisceau d'Arakelov Norrno/Z ({/ﬁ) est trivial.
La condition de 1.4.3 est locale sur Spec(0) . C'est elle qui intervient,

au numéro suivant, dans la comparaison du degré d'

une variété abélienne et celui
de sa duale.

2.- DEGRE D'ARAKELOV D'UNE VARIETE ABELIENNE ET DE SA DUALE

2.1.- Soient K un corps local ou global (1.0), e :AK-——> BK une K-isogénie
entre K-variétés abéliennes, uk :Bk-——» Ak 1'isogénie duale, d 1le degré
commun de u, et u!

K & On étend ces isogénies en des morphismes u:A—>B et
u':B'— A" | entre les modéles de Néron sur 1'amneau d'entiers 0 de K

. On
dispose alors des idéaux différentes .47; et ,&ﬂa' (1.3).
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THEOREME 2.1.1.- On a //:4}; = (@

Remarque 2.1.2 : Supposons dans 2.1.1 que A ait bomnne réduction sur 0
Alors il en est de méme de A' ; u et u' sont finis et plats et ont pour noyaux
des 0-schémas en groupes finis et plats, duaux 1'un de 1'autre pour la dualité
de Cartier. Dans ce cas, 2.1.1 résulte de [8] , appendice prop. 9.

11 suffit clairement d'établir le théoréme dans le cas d'un corps local,
ce qui fera 1'objet des numéros suivants. Pour 1'instant, donnons quelques
corollaires.

COROLLAIRE 2.1.3.- Supposons X global. Soient AK une K-varniété abélienne,

Ay ta vaniéte abélienne duale, A et A' Les modélLes de Nénon nespectifs de
A et Ap  sur L'anneau d'entiers 0
AlLons Les faisceaux d'Arakélov mi et wﬁ. sont Lsomonphes ; en particulier

deg(w,) = deglwy,)

Démonstration du corollaire : Soit L, un faisceau ample sur A, . On lui asso-

K K

cie, de la maniere habituelle, une isogénie autoduale :

. 1
uK.AK—>AK .
Soit u:A—> A' son extension aux modeles de Néron et soit d 1le degré de

Uy Comme u est autoduale, le théoréme 2.1.1 entraine :

2 _
Vo=@
Alors 1/d trivialise le faisceau inversible 4)L;2 . Compte tenu des métriques
a 1'infini, calculées dans 1.4, 1/d est méme une trivialisation du faisceau

d'Arakelov 0¢;2

) Comme on a Wy = Wps 4};1 , €galité entre faisceaux d'Arakelov, on a bien
Wy = wi, , d'olt le corollaire.

COROLLAIRE 2.1.4.- Gardons Res hypothéses de 2.1.1 et supposons X global.

1) Ona:
|deg () - deguy)| s K- 10g(a)
2) Supposons d=p" , avee p premier. Alons
deg(w,) - deg(uy) = 7 Log(p)

avec m entien, |m| < [K:QIn

Démonstration du corollaire : d'apres 1.4.1, on a :

deg(w,) - deguwy) = - 10g(d) + LogNorme, ., (/1))
A B 2 0/ u
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D'aprés 2.1.1, on a 17; >(d) , donc Normeo/z(tﬁi):>d[K:Q] , d'ou :

0< Log(I\.'orch/ZZ (4/71;) < [K:Q] Log(d)

L'assertion 1) en résulte. Si d =pn 5 Normeo/Z (1};)
O0<h< [K:QIn . Alors deg(wA) - deg(mB) = log(p)[ -
avec m=2h- [K:QIn, d'ou 1'assertion 2).

= ph , avec h entier,
[K:Q] -
2

rﬂ = Log(p)y

Remarque 2.1.5 :
k-courbe algébrique integre, réguliere. Considérons le modele de Néron sur C

Soit k un corps de caractéristique p>0 et soit C une

d'une variété abélienne définie sur le corps des fractions de C et soit A’

le modele de Néron de la variété duale. On dispose alors sur C des faisceaux

inversibles w, et War Si A est semi-stable, Moret-Bailly a montré dans
\f

[8] qu'il existe N entier >0 , tel que wkc:wN, , ce qui apparait comme un

substitut a 2.1.3. Le cas des modeéles de Néron non semi-stables reste ouvert.

2.2.- Jusqu'a la fin du §2, on suppose K local donc (1.0) de corps résiduel
k parfait de caractéristique p>0 .

Pour démontrer 2.1.1, on peut, quitte a remplacer 0 par le complété d'une
extension maximale non ramifiée de 0 , supposer k algébriquement clos. Nous
allons d'abord donner une démonstration 'géométrique', utilisant les structures
pro-algébriques sur les groupes de cohomologie. Ces structures ont été étudiées
par Lucile Bégueri [1] et completent la théorie du corps de classes d'un corps
local a corps résiduel algébriquement clos de J-P Serre [12]

Apres cet effort, et pour se rassurer un peu, nous donnerons également une
démonstration "arithmétique', valable lorsque k est fini et basée sur les mémes

Notons m une uniformisante de 0 et v 1la valuation de K telle que
v(m) = 1 . Pour tout entier nz0 , on pose On =0/m0 . Si X est un
0-schéma X  est le 0 -schéma X 8.0
n n 0'n
Rappelons  ([4] et [13]) que le foncteur de Greenberg de niveau n associe 2
Xn un k-schéma Gr(Xn) et une bijection fonctorielle :

(can) X(On)ﬂg-Gr(Xn)(k)

On ne s'intéresse qu'a la structure quasi-algébrique sous-jacente 2 Gr(Xn)
notée X
“n

>

On a de plus des morphismes de transition ln+1 ——a-gn qui, par les applica-
tions (can) correspondent aux applications naturelles de réduction mod
X(Onﬂ) —>X(0,) . On définit alors L=<1_glm_ X, » de sorte que 1'on a une bijec-
tion can : X(0) —> X(k) . Si X est lisse sur 0 , équidimensionnel de

dimension relative d , Gr(Xn) est lisse sur k , équidimensionnel, de

idées, mais oli 1'on remplace les arguments géométriques par un décompte de points.

|
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dimension nd .
Le foncteur X+—X transforme O-schémas en groupes en k-groupes pro-algé-

briques. De plus ces constructions sont compatibles aux extensions finies étales

f de 0 et au passage au complété d'une extension maximale non ramifiée de 0
Sous les hypotheses de 2.1.1, appliquons le foncteur de Greenberg au morphisme
u:A—>B . On obtient un morphisme u:A—>B de k-groupes pro-algébriques, de

ne ! noyau M et soit S le conoyau, de sorte que 1l'on a une suite exacte :

u
C 0—M—A—>B—5—0
A’ |
- | LEMME 2.2.1.- S est un groupe quasi-algébrique, de dimension v(/(/oa)
(
dans Démonstration : Pour n entier >>0 , l'application exponentielle réalise un
ne un isomorphisme de ™ Lie(A) sur Ker A(0) —> A(On) , compatible avec les structu-
FE + _ res pro-algébriques, et de méme pour B . On en déduit un diagramme commutatif
g’ de groupes pro-algébriques, a lignes exactes :
el l #
| 0 —> mMLie(A) —> A—> A —> 0
"une | Lie(u) u u,
Hous 0 —> 7'Lie(B) B B, 0
ures
lides Le lemme du serpent fournit alors une suite exacte de k-groupes pro-algébriques :
1PS ( (2) 0—> M—> Ker(y ) —> Coker Lig(u) —> S —> Coker(u ) —> 0
Or M est fini, (car M(0) est fini) et Ker(u ) et coker(u ) ont méme dimension
ne | car An et *En ont méme dimension, égale a n fois la dimension g de la K-variété
> AEIEs abélienne AK . Coker(Lie u) est un O-module de longueur finie égale a v(,{}l’l) g
POAnLS: le groupe Coker(Lie u) a donc pour dimension v(/:) . On déduit de (2) que S
est quasi-algébrique,de dimension finie, égale a v(VTA) , d'ou le lemme.
Dualement, on a une suite exacte de k-groupes pro-algébriques :
N (1" 0—sM —> B' M > A" —> 5" —> 0
cie a = = = =
, et on a de méme dim(8') = v(x/:.)
! 2.3.- Supposons maintenant k algébriquement clos et considérons la suite exacte
de cohomologie galoisienne associﬁée 4 la suite exacte de K-groupes
Rl » algébriques 0 —> M —> Ag et B — 0
u
0 —> MO — AG) —> BIO —> H' ( /KM —> H'( /K,A) —> H'( K,B) —0
lica-
comme Gal(K/K) est de dimension cohomologique 1 ([13]II 3.3) , les groupes de
i cohomologie de degré =2 sont nuls

Puisque A et B sont des modeles de Néron, les applications naturelles
; A(0) —> A(K) et B(0) —> B(K) sont bijectives et u(K) s'identifie a u(0)
de conoyau S(k)
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Posons T =ker H1( /K,AK)-——+ H1( /K,B,) . De (3) on déduit la suite exacte :

@ 0—>500—=H'( /KM —> T—> 0

Rappelons, malntenant quelques-uns des résultats de [1]

a) le groupe H ( /K,M ) est le groupe des k-points d'un k-groupe quasi-algé-
brique de dimension v(d) ([1] th. 4.3.3).

b) Pour tout entier m , le sous-groupe de H1( /K,AK) annulé par m est le

groupe des points rationnels d'un groupe quasi-algébrique ([1] 8.1.1) et donc
H ( /K,AK) est un groupe ind-algébrique.

c) On a un isomorphisme canonique, fonctoriel en la variété abélienne AK :

H1 ( /K’AK) —_— EXt1 (A',Q/7)

qui identifie la partie de p-torsion du H1 , au "dual de Serre' du groupe
pro-algébrique A' ([1], 8.3.6).

De ces considérations et de ([1]18.1.1), on déduit que la suite exacte (4) est
une suite exacte de groupes de points rationnels de k- -groupes quasi-algébriques.
On a vu que H ( /K MK) €tait de dimension v(d) et que S était de dimension
v(¢}b) - Reste a voir que T a méme dimension que S', a savoir V(4ﬁzﬂ

Or si on applique le'foncteur Rhom( ,Q/Z)" a la suite exacte (1"), on trouve
compte tenu de c), que Ext1(§f,Q/Z) est isogéne a T , donc a méme dimension
que T . Enfin Ext1(§',Q/Z) est le dual de Serre du groupe unipotent (§j)o
composante neutre de S', donc a bien méme dimension que Ssr .

’

2.4.- Nous considérons maintenant le cas ol le corps résiduel k est fini, de
cardinal q

On peut alors utiliser les énoncés de dualité sur les corps locaux établis par
Tate en place des résultats de [1] . Les arguments de dimension utilisés dans la
démonstration géométrique, sont remplacés par des décomptes de points de k-groupes
quasi-algébriques du type S . Pour distinguer la contribution de la composante
neutre é? de celle du groupe des composantes connexes §[§o , on est amené
a considérer aussi les extensions non ramifiées 0, de 0 , de corps résiduel
kr a qr éléments ; on note Kr le corps des fractions de 0

Commencons par rappeler les résultats de Tate.

a) Soient M¢ un K-schéma en groupes fini d'ordre d et My son dual de Cartier.

1) Les groupes de cohomologle galoisienne H ( /K,M ) sont finis, nuls pour
i#0,1,2. On note h*(M ) le cardinal de H*( /K,MK) 3

2) h' (M) /h° (M )h M) = # (0/d0)
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3) Le cup produit :

i 2-1i 1 2 tan

H™( /K,MK)X H™ ~( /K,MK) — H( /K,Gm) —- Q/Z
est une dualité parfaite pour i=0,1,2 .

b) Soit AK une K-variété abélienne. Alors H1( /K,AK) est canoniquement
isomorphe au dual de Pontryagin Hom(A'(K), Q/Z)
Les résultats de a) sont démontrés dans [14] II §5, et b) figure dans [15]
Partons de 1'isogénie : 0 — M, —> A u—KaBK—>O et, pour tout entier

K K
r>0 , de son extension a Kr

O—>MKr — AKr —»BKr —>0
On déduit alors de la suite exacte de cohomologie galoisienne, la suite exacte

courte :
0— Coker (A(K ) — B(K.)) — H'( /Kr,MKr) —sKer(H'( /Kr,AKr) >H( /KB r))—» 0

Compte tenu de b) ci-dessus et du fait que A, B, A', B' sont des modeles
de Néron, cette suite se réécrit :

(5) O—ACoker(A(Or)—>B(Or))—é}l1 ( /Kr’MK )—>Hom(coker (B' (Or)—>A' (Or)) ,Q/Z)— 0
5 .
D'aprés les rappels de a) ci-dessus, on a pour T >0

1
1 =
logq(h Q@ IKr)) v(dr + cte
Notons que si G est un kr—groupe pro-algébrique, sa composante neutre =G__O

est telle que H1( /kr,Q)) =0 d'aprés le théoréme de Lang [10], p.119.

Comme H'( /kr,g) =0 pour 122 ([14]3.3 ), 1l'application canonique

H1( /kr,g) L)H1( kr,g/go) est bijective. Si de plus g/go a tous ses points
rationnels sur kr , auquel cas nous posons no(g) = (Q/Q,O) (kr) , ON a un isomor-
phisme canonique H1( /kr,g) zHom(Gal('lzr/kr),ﬂo(g)) uwo(g_) , qui associe a un
homomorphisme a : Gal(kr/kr) —_—> TTO((=§) 1'image par a du Frobenius sur kr .
Considérons alors la suite exacte (1) de k-groupes pro-algébriques

O—)ﬁ——»i——ai—»ﬁ_——eO

Notons A 1'image de A dans B , de sorte que 1'on a des suites exactes
O—)i—)é-ﬁi—) 0 et O—>£—>£——>i—> 0.

(0] (0]

Choisissons r>» 0 pour que les groupes M, A/A°, B/B” aient tous leurs

points rationnels sur kr . Alors si
o : Coker( A(0) —>B(0)) —>S(k,)

est 1'application canonique, ker(oa) et coker(o) sont finis constants, respec-

tivement isomorphe a Ker ﬂo@kr) — ﬂo(ékr) et Ker ﬂo(ékr) -—>1To(§kr)
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Donc pour r»0 | 1e cardinal de coker A(0

L) == B(Or) est le produit d'une
constante par 4 é(kr) .

Or S est de dimension v(d/;) (2.2.1), de torsion, donc éf
par suite logq(#ag(kr)) = rv(¢/h) + Cte. Finalement :
10gq G coker A(0)—B(0,)) = rv(s) + cto .

De méme on a logq(#-coker B'(Or)-——» A'(Or)) = rv(¢/:,) + Ccte.
I1 résulte alors de (5) que pour r»0

est unipotent

, On a
v(dr + cte = v(47:)r + v(A}:,)r + cte ,
d'oti v(d) = v(u“u,/u.)

est fini.

Remarque 2.4.1 : il est bien sGr possible d'estimer

sans parler de structure‘pro—algébriques, en r
étudiant Uy

» Ce qui acheve 1la démonstration de 2.1.1 lorsque k

oker A(Or) —_— B(Or)

eprenant la suite exacte (2) et en
par filtration suivant les puissances de

3.~ AFFAISSEMENT DES GROUPES DE BARSOTTI-TATE TRONQUES
————————=2 SPES DE BARSOTTI-TATE TRONQUES

3.1.~ Dans ce paragraphe, K est un corps local (1.0). On note m  1'idéal

maximal de 1'anneau d'entidrs 0 de K > T un générateur de m ,v la

valuation de K normalisée par v(m) =1

et e=v(p) 1'indice de ramification
absolu de ¢

On considére un ¢- » fini et plat, dont 1a

groupe de Barsotti-Tate tronqué d'échelon n

schéma en groupes commutatif Mn
fibre générique (Mn)K est un K-
(en abrégé BTn) (cf. Exp. VI,1). Clest dire simplement que Mn(K)

a (Z/prll)h » POUr un certain entier h que nous appellerons le
Par analogie avec les groupes de Barsotti-Tate,

est isomorphe

h devrait plutét s'appeler la

hauteur, mais dans ce volume, le mot hauteur est réserveé en général A un autre usage.

Quand ¢ est ramifié, ou quand p=2et e=1

. Mn n'est pas nécessairement
un BTn sur 0

» car il se produit certaines dégénéresce
quand on passe de 1a fibre générique a la fibre spéciale.

Commencons par donner 1'exemple le plus simple d'affaissement. Supposons que
0 contienne les racines pemes de 1'unité (i.e (p-1)

morphisme de schémas en groupes u : (Z
1

nces, un "affaissement',

[e) . on dispose alors d'un
/p Z%) —_— up , qui envoie 1'image de

; U est un isomorphisme, tandis que
K
u ®0k = 0 . Partant, de la suite exacte :

Sur une racine primitive p-éme de 1

O——>up—>u2——>u — 0,
P
si on prend 1'image réciproque de cette exte

nsion par u , on obtient une
suite exacte :

212

p-rang de M,.

dan;
(b))

! o [

mern

el

qui
de m
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00— 4. —>E—7Z/pZL—> 0
dans laquelle Ep= @] Z)K est un BT, , tandis que E ®0k est isomorphe a
(up)k 0] (Z/pZZ)k , donc est annulée par p ; par suite, E n'est pas un BT2 ;

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de contrdler le phénomene d'affaisse-
ment. ‘
Pour tout entier i, O0<ign soit (Mi)K le noyau de pl dans (Mn)K
qui est donc un BT, sur K et notons Mi 1'adhérence schématique de (Mi) K
dans Mn . Alors Mi est un 0-schéma en groupes :f,L:'ini et plat, annulé par Pt
mais qui est strictement plus petit que Ker(Mn—E—> Mn) lorsque ce dernier
n'est pas plat sur 0

La multiplication par p dans Mi se factorise a travers Mi—1 et induit

par passage au quotient un 0-morphisme :

ti-1

: Mi/Mi~1 — Mi—1/Mi—2
qui est un isomorphisme sur la fibre générique. On dispose ainsi d'une collection
de morphismes de transition :
t t
n-1 1
MM = MM g e = MMy —> My

LEMME 3.1.1.- Pour que Mn 504t un BTn , AL faut et L suffit que Les condi-

tlons sudvantes sodlent rnéalisées :

1) 44 n=1 , posons M =M"1 8y k . Alons La swite de k-schémas en groupes :
W~ o,

(oii. F est Le Frobenius et V Le Verschiebung) est exacte.

2) Si n22 , Les gLéches de transition :

e,
i-1
Mi/Mi—1 —M. /M

i-1""1i-2

sont des isomorphismes pour i=2,...0.

Démonstration : pour n=1 , la condition n'est autre que la condition (iii) de
Exp VI 1.1 . Supposons n 22 et que les fleches de transition soient des iso-
morphismes ; montrons que Mn est un BTn . La multiplication par pn_1 dans
Mn se factorise en u:M —> M1 et u est la composée de la projection

Mn——} Mn/Mn-1 et des fleches de transition tn-T""’t1 donc est plate.

I1 en résulte que M(n-1) = ker p :a\/[n—>Mn est plat, et donc égal a Mn—1
De proche en proche on montre que Mi =Ker p* : Mn_éMn et que les suites
n-i i

p p
Mn Mn Mn
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sont exactes. On conclut que Mn est un BTn a 1'aide de Exp.VI,1.1 et 1.3 a).

La réciproque est immédiate.

3.2.- Propriétés de rigidité des BTn dans le cas peu ramifié

PROPOSITION 3.2.1.- Soit M, comme dans 3.1

1) 84 e=1 et si n=1 , M1 est un BT1
2) 84 e<p-let nz2 |, Ml%tunB%

3) 84 e=p-1T et nz2 ot 4L Mn ®0k est S04t connexe, 504it ne contient pas
de sous-groupe de type multiplicatif non nul, alors Mn est un BTrl

COROLLAIRE 3.2.2.- S{i e=1 et 44 p#t2 , Mn est un BTn

Démonstration de la proposition.

1) Supposons e=1, n=1 . On doit montrer que la suite :

i, L P Vg

1
est exacte (3.1).

lere méthode : Par passage a la complétion de 1'extension maximale non ramifiée
de 0 , on se rameéne au cas oti k est algébriquement clos.

Puis, par dévissage (Exp. VI 1.3 £)), au cas ou M1(K) correspond a une
représentation irréductible de Gal(K/K) . Il résulte alors de [8] 3.3.7, que
M1 est un schéma en I -vectoriels, pour une certaine puissance q de p
Le fait que ker(V) = Im(F) résulte alors de la remarque 1.5.4 de loc. cit.

(en fait la propriété est énoncée mais non démontrée) .

2éme méthode : On utilise la classification des schémas en groupes commutatifs,
finis et plats, sur 0 non ramifi€, due a Fontaine et Laffaille ([3] 9).

Soit M un k-schéma en groupes fini, commutatif, annulé par p et soit AL
son module de Dieudonné. Alors, la donnée d'un O-schéma en groupes commutatif,
fini et plat M qui releve M €quivaut a la donnée d'un sous-k-vectoriel &
de AL tel que :

(i) £ est un supplémentaire de F(/4) ,
(ii) La restriction de Va & est injective.

Alors, comme Ker(V) contient de toute facon F(«{) , puisque VF=0 ,
les conditions (i) et (ii) entrainent que Ker(V) = F({) , d'ol la proposition
dans ce cas.

Passons a la démonstration de 2) et 3). On doit vérifier que, sous les condi-
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tions énoncées, les morphismes de transition t; sont des isomorphismes
(3.1.1), mais cela résulte de [9] 3.3.3 et 3.3.5.

3.%.- Un résultat de Fontaine

Soit G un O-schéma en groupes commutatif, fini et plat. Notons Qs le
0-module (de torsion) des formes différentielles de degré 1 sur G , invariantes
par translation.

Notons 0 1la cléture intégrale de 0 dans X et 9570 le O-module de
torsion des formes différentielles de 0O relativement a 0

Soit u€G(0) un point de G a valeurs dans 0 . Il lui correspond donc

un diagramme commutatif :

Spec(0) —2— G

\

Spec(0)
d'oll une application naturelle :

9 85 G(Q)— 95/0

w® ut+— u*(w)

Cette application peut s'interpréter aussi comme une application 0-linéaire,

fonctorielle en G :
-~ ¥g
0 ®ZZpG(D') —_— HomO(QG,QD-/o)

a®ub—> (w— a u*(w)

Soit w la valuation de 0 telle que w(p) =1 . L'anneau 0 est fini sur
1'anneau W(k) des vecteurs de Witt & coefficients dans k et on note
A)Zb/W(k) 1'idéal de (0 différente de la W(k)-algebre 0 . Soit o un élément
de 0 tel que

w(a) = 1/p-1 + “’V%/W(k)) = 1/p-1 + vu/g/w(k))/e

On pose 60 = partie entiere de w(a)

Dans [2] §4 , Fontaine introduit une "presque'' décomposition de Hodge-Tate
pour un 0-schéma en groupes commutatif G , fini et plat. Il montre en particu-
lier que 1'application 9 définie ci-dessus a un conoyau annulé par o
([2] §4, th.3, cor. ).
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COROLLAIRE 3.3.1.- Soit t: G o H un morphisme de BT sun 0 qui est un

Lsomonphisme sun Ra fibre geneuque @t qui n'est pas un momonphmm Alors
ona msé§ 0

Démonstration : Soit dG (resp. d ) la dimension de 1'algebre de Lie de
G ®Ok (resp. H ®Ok ) . Alors le 0 -module des différentielles invariantes sur

(resp H ) est (O/p ) dg (resp. (O/p 0) i (Exp. VI cor. 4.9) et la

dlfferente x/g est (p G) , (resp. (pmd”))
m

Par hypothése t: G —— H n'est pas un isomorphisme, donc H est stric-
tement plus ramifié sur 0 que G , donc d <d . I1 résulte alors de la

structure des (-modules de 1ongueur finie, que l'application sur les différen-
tielles invariantes déduite de t :

dt
K > %

contient dans son noyau un facteur direct de QH isomorphe a O/pmo
m
Considérons alors le diagramme commutatif :
= AN
0®Z Gm(m Hm(O) @ 0
p P
)
Gy “Hhy

Hom(szG p 0/0) —— Hom (Q , 0/0)

D'aprés ([2]1, §1, Th.1), 0/0 est isomorphe & K/0 , donc le calcul ci-dessus
entraine que le conoyau de la fleche inférieure contient un facteur isomorphe

a O/p 0 . Par ailleurs, comme ty est un isomorphisme, il en est de méme de
t(0) et d'aprés le résultat de Fontaine coker (DH est annulé par o donc

w(o) >w(p ) =m . Par définition de 60 on a donc m< 60

3.4.- Contrdle de 1'affaissement

Revenons a la situation considérée dans 3. 1, ou 1'on se donne un (-schéma
en groupes M fini et plat dont la fibre générique est.un BT de rang h .

Pour 0sg 1<n » on dispose des sous-schémas en groupes M de M . Pour aetb
entiers vérifiant O<as<bsn , On pose :

Mia,b1 = My/M,

qui est un (-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre générique est un

BTb_a de rang h . Avec ces notations, on a Mi :M]O,i] et on dispose des
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{ est un
) des morphismes de transition :
Lo

t t t

n-1 n- 1
M]n—1,n]___-'9 ]n—Z,n—1T———§ T M]O,]]
s sur qui sont des isomorphismes sur la fibre générique.
Nous dirons qu'il y a un saut en i si
: ‘ li,i+1] "1i-1,1]
stric-
s la / n'est pas un isomorphisme, c'est-a-dire si la différente Aﬂ&
o \ 1i-1,i]
féren- ? du schéma en groupes Mjj-1 i) ©st strictement contenue dans la différente de
b

| My, i+1]

E

( LEMME 3.4.1.- 1€ y a au plus eh sauts.

{

1 En effet, rappelons que si H est un 0-schéma en groupes commutatif, fini et
plat, tel que la O-algebre OH soit de rang d, et si H' est le dual de Cartier
de H , on a, entre les différentes, la relation

)

S F - @
} ([91 appendice prop. 9).
( En particulier on a V(A}h) sv(d)
Appliquons ce résultat a M1 :NHO T trouve
lessus ‘ V(L}h]o 1% §V(ph) =eh ,
he \ ’
d'ol le lemme.
- de
LEMME 3.4.2.- Sodent ofa<bsn., avec a et b entiens et b-az2 . Alors
) M]a b est un BTb~a A4 et sewlement 54, L'intervalle Ja,b[ ne contient pas
>
de sauts.
Démonstration : on applique 3.1.1.
1
LEMME 3.4.3.- Sodent des entiens a,b,c,d  vérnigiant
et b

O<a<bsc<dsn
et tels que
1) b-a =d-c =222
2) A n'y a pas de sauts dans la,b[ et dans lc,d[
3) AL existe un saut dans [b,c]
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ALons on a SLS(SO (33D

Démonstration : Les conditions 1) et 2) et le lemme 3.4.2 entrainent que M]a b]
- b
et M]c,d] sont des BT, . Notons d1 la dimension de M]a,b] et d2 celle de

M 5
Ic,d] _
La multiplication par pd b dans Md se factorise a travers Mb et induit,
par passage au quotient un morphisme t :M]C a— M]a b] qui est un isomorphis-
b ’ hd
2,

me sur la fibre générique. La différente de M est engendrée par p

lc,c+1]

celle de M]b—1 p] par pth . Comme il y a un saut dans [b c], on a d1 >dZ y

Par suite t n'est pas un isomorphisme, et donc (3.3.1), 45 (SO

IPIEORBVIE 3.4.4.- Soit M, un 0O-schéma en groupes commutatis, fini et plat, tel
e M (K) =~ (Z/p"Z)" ot s0it 8, L'entien défini dans 3.3 .
Alons, 84 n> (he+l) max(1,60), AL existe un unique plus ghand intervalle.

[r,n-s] = [0,n] £el que r+s <he Max(1,n50) et tel que M]r _— 804L un

BTn— (r+s)

COROLLAIRE 3.4.5.- Posons § = 60 h = he Max(1,60) - Alons, 84 n>28 , M
ROLARE D000 :
est un BTn—ZtS

§,n-§

Démonstration du théoreme : d'aprés 3.4.1, il y a au plus he sauts et ceux-ci

découpent [0,n] en au plus he+1 intervalles. Vu 1'hypothese faite sur n 5
1'un au moins de ces intervalles a une longueur £ >max(1,<§0) . D'apres 3.4.3,
un tel intervalle est unique ; notons le [r,n-s] avec r<n-s . Alors r+s est
la somme des longueurs de au plus he intervalles, de longueur au plus

max (1 ,60) , donc 1 +s <he max(1 ,60)

Démonstration du corollaire : on peut supposer h>0 . On a alors :

n>28 = 2he Max(1,60) 2 (he + 1)Max(1,60)

donc on peut appliquer le théoreme 3.4.4. D'oli un intervalle [r,n-s] tel que

Tr+5s<he Max(T,cSo) = § . Par suite [8,n-8] = [r,n-s] et comme M est un

]r,n-s]
BTn—(r+s) . M]é,n—d] est un BTn-Z(S

Commentaires 3.4.6.- La valeur de § donnée dans 3.4.5 n'est pas du tout satis-

faisante. Cela est dd a notre majoration du nombre des sauts, qui est trés gros-
siére, et sans doute aussi au fait que nous n'avons pas tiré le meilleur parti

possible des résultats de Fontaine.
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4.- HAUTEURS ET ISOGENIES : THEOREMES DE FINITUDE

Dans ce paragraphe, on établit le théoreme de finitude énoncé dans 1'introduc-

tion avec des bornes effectives, précisées dans 4.4.8.

4.1.- "Belles p-isogénies"

Définition 4.1.1 : Soient K un corps local ou global (1.0), AK une K-variété
abélieme, dont le modéle de Néron A sur Spec(0) est semi-stabie.

Soient p un nombre premier, n et h des entiers 20 . On dit qu'une K-isogé-
nie uy :AK-——» B, est une belle p-isogénie, de niveau n de p-rang h , si son
extension u°:A° — B° , aux modeéles de Néron connexes, a un noyau M qui

vérifie les conditions suivantes :
1 NE ~ @t

A
2) Pour toute place v de 0, la partie finie (1.2) MV de M en v estun
BT sur O
n v
Notons que la condition 2) équivaut a la conjonction des 2 propriétés suivantes:

A
2 i) Pour toute place v de 0 , ol AK n'a pas bonne réduction, MV(KV) est

un facteur direct de M(KV) (donc est de la forme (Z/an)hv) ,

2 ii) Pour toute place v de 0 au-dessus de p , ﬁv est un Bansur 0V

On note d_ la dimension de ﬁv (Exp. VI 2.2.2). (Bien sGr, 2i) pour v|p est
est conséquence de 2 ii)).

Exemples 4.1.2.- a) (niveau 1). Si aucune place v|p n'est ramifiée, toute iso-
génie de noyau annulée par p est belle de niveau 1. En effet, la condition 2 i)

est automatique et la condition 2 ii) est réalisée d'aprées 3.2.1. 1)

b) cas peu ramifié). Si toute place Vv|p a un indice de ramification <p-1,
(donc p#2), la condition 2 ii) découle des autres dés que nz?2 d'apres 3.2.1.
Pour une belle isogénie, la différente 4}M de M (1.3) en une place V|p
se calcule au moyen de la dimension locale dV de ﬁv . En effet (Exp. VI 4.9 ii))

nd,,
Ao =P
Dans le cas d'un corps K global, on a donc :

T .
Nome g (5 = Pl %1%

On déduit alors de 1.4.2 le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 4.1.3.- Dans Lo oas d'un conps global K » Pouwr qu'une belle p-4s0gé-
2VLLRE 40705

née, de p-rang h » conserve Le degné d'Anakelov, if faut et (L suffit, que Les
dimensions Locales dv du noyau M vérnifient

[K:Qlh/2 = VT-p[Kv:Qp]dV

4.2.- Déterminant du noyau d'une belle isogénie

4.2.1.- Pour p premier et n entier, on note

Xn,p ¢ Gal(K/K) — (z/p"z)>

le caractere qui décrit 1'action de Galois sur les racines pn~émes de 1'unité
upn(K)c:K

De méme xm,p : Gal(K/K) —~7Z* est 1le caractére qui décrit l'acféon de .
Galois sur les racines de 1'unité, d'ordre une puissance de p :uw,p(K) = % upn(K).

Lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion sur le nombre premier P , on
eécrit simplement X, €t X, au lieu de Xn.p et X

’ b

4.2.2.- Si MK est un K-schéma en groupes tel que MK(KJQ:(Z/pHIEJh , donc dé-

crit par une représentation o : Gal(K/K)——+>Glh(Z/an), on note det(MK) le
K-schéma en groupes Ah(MK)., décrit par le caractére :

YIM = Mo : Gal R/ — (z/p"z) *

Nous allons étudier W[MK] dans le cas ol MK est la fibre générique du noyau
M d'une belle p-isogénie. Commencons par traiter le cas d'un corps local. Le
lemme 4.2.4 contient 1'information clé tirée de 1'étude de la monodromie en une
place de mauvaise réduction semi-stable ; le lemme 4.2.5 est en quelque sorte la
Jjustification, dans cet exposé, de la considération des BTn

4.2.3.- Etude locale

LEWME 4.2.4.- Soéent K un conps Local, A une K-vaniete abélienne, A° son

modéLe de Néron connexe Aut 0, supposé semi-stable, MK un K-sous-schéma en
A

groupes fini de Ac M f'adhérence schématique de M dans T

partie ginie de M . Alons Le quotient MK/f/l\K est non namifié sun ¢

Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un entier m tel que MK soit

le noyau mAK de la multiplication par m dans Ay - Comme A% est semi-stable,
le noyau mAQ de la multiplication par m dans A° est plat sur 0 , donc est
€gal a 1'adhérence schématique de mAK. dans A° L'assertion résulte alors de
[5] exposé IX , et plus précisément de la proposition 3.5 lorsque m est inversi-

ble dans 0 et du théoreme 5.2 (5.2.2), pour m quelconque.
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Dans le cas général, soit m un entier qui annule MK . Ona MKcmAK v

donc MCNP et par suite MCHP . Finalement McMﬂmN%xcmmecedmnmr
est fini sur 0 , NI=Nlﬂm39 En particulier, sur la fibre générique, on a

A 20 A A0
MK-MKr1(mA )K et donc MK/MK est contenu dans mAK/(mA )K .
on vient de rappeler que ce dernier est non ramifié sur 0 ; il en est donc de

A
méme de MK/MK

LEMME 4.2.5.- Sodent K un conps Local et M un BT (nesp. BT) surn £'anneau

0 des entiens de K , annulé par une puissance de La caracténristique nésiduelle
p de 0 . On suppose que M est de p-rangh (4.1.1) (nesp. de hautewr h) et
soit d sa dimension (Exp. VI 2.2.2.b)). Soit VY[M] Le caractere de Gal (K/K)
qui décnit La puissance exténiewre h-eme de M Alons on a :

. d ; .
¥[M]|Inertie = anlnertle (resp. Xgllnertle)

Démonstration : quitte a remplacer ( par la complétion de 1'extension maximale
non ramifiée de O , on peut supposer k algébriquement clos. Le lemme n'est

autre alors que le cor. 4.10 de Exp. VI.

Remarques 4.2.6.- 1) Historiquement, le premier résultat dans la direction de
4.2.5 a été obtenu par Tate (cf [16] §4 Th.3), dans le cas d'un BT . En utilisant
les décompositions de Hodge-Tate, il montrait que ¥[M] coincidait avec X

sur un sous-groupe ouvert du groupe d'Inertie.

ii) On doit également pouvoir établir 4.2.5 en mettant bout a bout quelques-uns
des articles de Fontaine reliant les représentations de Galois d'un corps local
3 des structures de Dieudomné convenablement filtrées.

C'est sans doute la méthode promise au plus bel avenir.

COROLLAIRE 4.2.7.- Soient §& un nombre premier et M ALe noyau d'une belle
9-isogénie, de niveau n , de nang h , définie sur L'anneau d'entiens 0 d'un
conps Local K et soit Y[M] Le caractere de Gal(X/K) ass0cié @ AhMK
AMons

1) Si %+#p , caractérnistique nésiduelle de 0 , ¥[M] est non hamifie sun

0
2) S4 %=p , YI[Mcnertie = Xi P Inertie , ot d est La dimension de {

H

Démonstration : On a la suite exacte

A A
O_—)MK_) MK-——>MK/MK—>O

de Gal(K/K)-modules, libres sur E/Rnﬂ d'apreés 4.1.1. Donc
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VM ] = l1‘[MK]\P[MK/MK] .

Le caractere ‘{'[MK/IQK] est non ramifié d'aprés 4.2.3. Pour LD, \y[ﬁK] est
évidemment non ramifié, et pour f%=p , sa restriction au groupe d'inertie

est Xd , d'aprés 4.2.5, d'ol le corollaire.

n,p

4.2.8.~ Etude globale

Posons G =Gal(Q/Q), H-=Gal (X/K) qui devient un sous-groupe de G , une fois
choisie un isomorphisme @ —=ts %

Sur les plus grands quotients abéliens, on dispose de 1'homomorphisme de
transfert ([12] VII §8)

(M Ver : Gab **Hab
Rappelons quelques-unes de ses propriétés :

a) Localisation . Soit & un nombre premier et QSL une cléture algébrique de
Qg . Pour toute place v de K divisant g , choisissons une place ¥V de Q
au-dessus de v . Le choix de ¥ permet de définir un plongement Ty de Q
dans QQ et un diagramme commutatif entre groupes de Galois :

Hy—Jg—H

|

GQ — 1v——>G
ou G, = Gal(@z/Qg) 3 KV = 15 (K) QZCG_QR et H, = Gal(@z/lg])
De plus, les applications iv(resp. j\'?) sont définies a conjugaison prés par un
€lément de G (resp. H) . On en déduit pour tout v un diagramme commutatif

indépendant du choix des relévements V :
Mg, = 3y ﬁ}fab
i
Clap = Gy,
Par ailleurs, on dispose des transferts locaux (Ver)V : (Gl)ab —_— (Hv)ab
et on a

(2) Ver o i = % j o(Ver)
V,JZ, Vv Vv

b) Norme. L'application composée :

(Vex)y can
Cplap — M)y = (6))
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(3) est la multiplication par le degré local [KVZQQ] é

c) Passage au corps résiduel. Notons Iy (resp. IV) le sous-groupe d'inertie de

Gy (resp. de HV) . On a des suites exactes :

1 Il Gl Gal(FQ/FR)—————*1

1 > IV HV Gal(FQ/kV)~———>1

et une application de transfert
Ver & Gal(FQ/FQ) — Gal(Fz/kV)
qui envoie le Frobenius ¢, en £ sur le Frobenius ¢, en Vv
Si e, est 1'indice de Ramification de Kv sur Q, , on a alors le diagramme

commutatif :
(Gy) y, — 22> Gal(Fy/Fy)
@) (ver), | | o, ver
(H,) g, — Gal(Fyp/k)

THEORIME 4.2.9.- Solent p un nombre premier et w0 i A° —=B° une belte

p-4is0génie, de noyau M , de niveau mn de nang h (4.1.1).
Posons ¥ M) = ¥IM] o Ver : G = Gal(@Q/®Q) y, —> @z . Mons :

d - - .
Xn,p * o d= I dv[Kv‘Qp]

¥ M) =
v|p

Démonstration : d'apres 4.2.7, si & est un nombre premier # p , W[MK] est
non ramifié en toute place v de K divisant & . I1 résulte alors de (2) et (4)
que WO[MK] est non ramifié en &

Toujours d'aprés 4.2.7, si_vl|p , ‘P[MK]|IV = Xn,p|IV . 11 résulte alors de
(2) et (3) que ‘PO[MK]|Ip = n,p‘Ip

Alors WO[MK]X;?p est un caractére de G partout non ramifié, donc trivial

puisque Z est simplement connexe, d'ou le théoreme.

Remarque 4.2.10.- Partant de MK , c'est-a-dire d'une représentation o de H

dans V==(Z/pn22)h , une autre facon naturelle de lui associer un caractére de

G , consiste a induire p de Ha G , puis & prendre le déterminant. Le caractere
ainsi obtenu est 1ié au transfert par la formule :

det(Indg(o)) = eh(det(p)oVer) s

ot e(g) , pour g€G , est la signature de la permutation définie par g
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opérant par translation sur G/H (cf.[11] p.130, exer.). Ce caractéere el

peut introduire des ramifications parasites en les nombres premiers &

ramifiés dans 0 , contrairement au transfert. 4.

4.3.- Degré d'Arakelov d'une variété abélienne et belles isogénies

4.3.1.- Dans la suite on considére un corps global K (1.1) et une K-variété

abélienne AK ayant réduction semi-stable A sur Spec(0) . Soit BK une variété {

abélienne isogenc a AK et B son modéle de Néron. On va comparer le degré

d'Arakelov de wyy a celui de Wy

4.3.2.- Commengons par rappeler 1'argument galoisien, di a Faltings, montrant
que certaines isogénies, "extraites" d'un sous-groupe p-divisible de A
conservent le degré d'Arakelov.

’

Soit donc p un nombre premier et soit MK = %(MH)K un sous-groupe p-divisi-

ble, de AK , de p-torsion, ol (Mn)K désigne le noyau de la multiplication
par pn dans MK - Supposons que pour tout entier n2=0 , 1'adhérence schéma-

tique Mn de (Mn)K dans la composante connexe A° de A , soit le noyau d'une
belle p-isogénie (4.1.1)

n,
o, ,0 10 !
u AT — B(n) . ‘ Y[
Alors la condition 2 i) de 4.1.1 entraine que pour toute place v , de mauvaise
A — N
p : " e 5 s i
réduction, g (l%,v)(Kv) est p-divisible, ol Mn,v désigne la partie finie de Al
. . .. . . . o 7N
M, sur OV . La condition 2 ii) signifie que M, —/\H Mn,v est un BT sur 0 en
pour toute place v|p . Soit dV la dimension de Mv et h 1la hauteur du
groupe p-divisible MK , donc aussi le p-rang des groupes My Er

Notons W[MK] le caractere de H=Gal(K/K) associé a Ah MK et soit 1é

WO[MK] = W[MK] o Ver . Il résulte de 4.2.9 que WO[MK] = Xm?p avec C
d= Z dv_[KV:Q 1 |
v|p #

Soit ¢ un nombre premier distinct de p , non ramifié dans 0 , tel que 9
AK ait bonne réduction en toute place de 0 divisant % . Alors WO[MK] est non ‘ H
non ramifié en £ ; soit A sa valeur sur le Frobenius @, en 2 . D'apres le ﬁ
calcul précédent, A = Zd'. Mais d'autre part, les résultats de Weil appliqués A
aux réductions de A sur les corps finis au-dessus de Fy entrainent que ) est T
un entier algébrique qui dans tout plongement complexe a pour valeur absolue
g hIK:Ql/2 - Donc  d=h[K:Ql/2 et d'apres (4.1.3), chacune des isogénies ug S

conserve le degré d'Arakelov.

Dans ce qui suit, nous allons adapter cet argument a de belles p-isogénies,
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non nécessairement extraites d'un sous-groupe p-divisible M de AK

4.3.3.- On choisit un nombre premier ¢ tel que Ay ait bomne réduction en toute
place Vv de 0 divisant % (mais ¢ peut &tre ramifié dans 0 ) . A partir

de %, on va pouvoir contrdler 1'effet, sur le degré d'Arakelov, des isogénies

de degré premier a £ . Pour traiter les %-isogénies, il faudra utiliser un autre
nonmbre premier &' , a la place de £&.

Pour toute place w de 0 divisant & , on note e 1'indice de ramification
de 0, sur Zlg 7 et 1, le degré résiduel [k Fl - Soit Akw = A Kbkw qui est
une variété abélienne sur le corps fini kw

Pour tout nombre premier p#8 , soit T (Ak ) 1le module de Tate de Akw
relatif a p ; c'est un Z_-module libre de rang 2 dim AK-Zg muni d'une action
continue de Gal(kw/k ) . D'aprés les résultats de Weil, le polyndme caractéristi-
que de Frobenius @, enw est un polyndme a coefficients entiers, indépendant
du nombre premier p # & , ne dépendant que de la classe d'isogénie de Akw 5
donc de la classe d'isogénie de Ag - De plus, pour tout plongement Q dans C ,
les racines de ce polyndme caractéristique ont pour valeur absolue ¢ W

Pour p premier # %, soit W : A° — B° une belle p-isogénie, de niveau
n, de rang h (4.1.1) et soit M son noyau. On associe a M le caractere

Y™ : Gal(K/K) —> (Z/pnii)* et son composé avec le transfert

Yy M Gal ([ Q/Q —> (Z /)

Alors WO[M] est non ramifié en & ; soit T, sa valeur sur le Frobénius @
en &
Les informations locales en p , fournissent un premier calcul de Ty .

d p
' = ~ - ’

En effet, d'aprés 4.2. 9 ona Y [M] Xn,p * ou d VZ dV[KV.Qp] , d, étant
la dimension du BT M , donc : P
n Ty = g@ mod p"

Utilisons maintenant les résultats de Weil. Pour w|2, , la fibre M ®Okw
de M au-dessus de k correspond a un facteur direct de rang hdu Z/p 72 -module
T (Akw)/pnT (Akw) 5 stable par 1l'action de Cal(kw/kw . Prenant les puissances
exterleures h-emes, on trouve un facteur direct de rang 1 du Z/p 7 —module
AhI (A.k )/p Ath(Akw) , sur lequel @ opere par multiplication par

T, € (Z/p"Z)* et 1'on a Ty = U M (o)

Si Ph désigne le polyndme caractéristique de @ opérant sur Ath(Akw)

on a donc :
_ n
(2) Ph,w(rw) =0mod pZ
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D'aprés 4.2.8, formules (2) et (4), on a :

Cw
= T
(3) e T wie w

Notons alors E i 18 Zp [Gal(?&/Fg)]-module qui a méme espace sous-jacent
: it ]

e
que Ath(Akw) , mais sur lequel @, opére comme opérait qu . Finalement,

considérons le produit tensoriel sur Zp des représentations Ep i & de
b hat )
Gal(FQ/Fl)

® E

(3) E =
p)h WI'Q P,h,W

Dans le IZ/pn Z -module Ep,h/anp,h » on dispose donc d'un facteur direct de rang
1, stable par Galois, canoniquement associé a M , sur lequel ®, opeére par
multiplication par Ty
Soit alors Ph le polyndme caractéristique de @, opérant sur Ep,h
C'est un polyndme a coefficients entiers, indépendant de p # g , ne dépendant
que de la classe d'isogénie de AK et %?nt les racines, dans tout plongement
R(WVQ Ty ewh/2 _ sL[K:(D]h/z

complexe, ont pour valeur absolue et 1'on a

(4 Pp(t) = 0 mod p"

Les formules (1) et (4) résument les informations sur Ty que nous allons utili-
ser.

Considérons alors 1'ensemble fini de puissances de & de la forme
(é d, ny)
(5) b=24 ,u€Ih

tel que :
®<% entierz20 %gmmmwmﬂmkm)=mmmMm&m

b) n, entierz21 | g o, = [K:Q]

c) g d,n, # [K:Ql h/2

Alors aucun des p  n'est racine de Ph puisque celles-ci, ont pour valeurs

absolues complexes Q[K:Q]h/z . Donc
(6) a, = Ph(u), uE€ Ih

est un entier non nul.

THEOREME 4.3.4.- Pour p premien, p#g , of powr h entien , 1shs2dim A -1,
notons n h Le plus grand exposant m tel que p" divise £'un des ay

définis parn (6), ne€ Ih . Aons, pourn toute K-variété abélienne Ak , K-isogéne
a AK » Loute belle p-is0génie de souwrce A}1< , de p-nang h , de niveau n>np,h
conserve Le deghé d'Arakelov.
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Démonstration : Soit M le noyau d'une telle isogénie et pour toute place vip ,
notons dV la dimension de M, . Posons d = VZ dV[KV:Qp] . I1 nous faut montrer

que [XK:Qlh/2 = d (4.1.3). Or, s'il n'en était pas ainsi, le nombre Qd serait
de la forme (5) , pour un certain LlEIh . Or d'apres (1) et (4), on a :

Ph(ld) =0, mod p"z
Comme n>np’h , cette congruence contredit la définition de np,h ; donc
d = [K:Qlh/2

Gardons les notations de 4.3.4 . Pour p premier, p#4¢ , posons

m)=nmxmmm %%h , 1£h<2g-1 , ol g=dunAK

Soit S 1'ensemble fini de nombres premiers p , p#% , tels que np21
Soient N le nombre de places de (0 au-dessus de 2 et M = (Zg)N , (ou
(g) désigne le coefficient du bindme usuel). Le corollaire suivant donne alors

une majoration effective des éléments de S et des exposants np

COROLLAIRE 4.3.5.- Pour tout peES , on a :
n 3
8 P < oM o [K:QIgM

Démonstration : Reprenons les notations de 4.3.3. Pour tout w|% , le Z_-module

2g 2gy . 2g\N _
Ep,h,w est de rang (h )< ( g) ; donc Ep,h est de rang (h ) = M sM

Par ailleurs, d'apreés (5), pour LleIh , ona :

" o [K:Q1 Min(g,) < g[K:Qlg

Comme les racines du polyn6éme unitaire P~ sont de valeur absolue complexe

JK@Ih/2z  [K:Qlg o,

[ail = |ph(u) |§ (Q[K:Q]g 4 Q[K:Q]min(g,h))Mh < (Zgg[K:Q])M

d'ou le corollaire.

COROLLAIRE 4.3.6.~ Soit R AL'ensemble des nombres premiers ramifiés dans 0

et 504t A% une K-vaniété abélienne, K-is0géne a AK

1

1) Toute K-Asogénie A;-——e BK

d'AMakélov.

de degné premier & LURUS conserve Le deghé

1

2) Toute betle p-isogénie A;(—»BK

conserve Le degné d'Arakelov.

de niveau n , avec p#8L et n>ﬁ),

Démonstration : L'assertion 2) résulte immédiatement de 4.3.4 et de la définition

de np (4.3.5). Pour établir 1'assertion 1), on se raméne par dévissage au
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cas d'une p-isogénie avec p premier, p¢LURUS , puis au cas ou le noyau de
1'isogénie est annulé par p . L'isogénie est alors automatiquement une belle
p-isogénie de niveau <1 (4.1.2 a)) et 1'assertion résulte encore de 4.3.4
et du fait que np =0 .

Enfin, notant que la borne obtenue dans 4.3.5 ne dépend que de ( et de g

on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.3.7.- Sodent & un nombre premier, g un entienz0 , S £'ensemble
des nombres premiens p, p#% , tets que ps2M KRl M (4 g o

Soit Jy une K-variéte abélienne, de dimension g , ayant réduction semi-
stable swr O et bonne réduction en toute place divisant § .
1) Toute K-is0génie de source JK , de degné premien a S , conserve Le degné
d'Arakelov.

2) S{ pES et si n est un entien el que pn’>2M Q[K:Q]g i , toute belle
p-4s0génie, de niveau n , de sowrce JK conserve Le deghé d'Arakelov.

4.4.- Degré d'Arakélov et isogénies, cas général

4.4.1.- Soit M un Z-module de type fini, annulé par une puissance d'un nombre

premier p . Il existe deux suites d'entiers, uniquement déterminées :

O<n <...<n. et dq,.“,d

1 T

telles que Mcz(Z/pn1)d1 6 ... 0 (Z/pnr)dr . Nous appellerons les entiers n;

les exposants €lémentaires de M
Notons Mn le noyau de la multiplication par pn dans M . Alors les quotients
My, /My sont des Z/p(ni_ni—1)—modu1es libres, de rang di+...+dr (en con-
1 i
venant que Mn = 0) . Si de plus un groupe G opere sur M , les SOuS-groupes

¢}
Mn sont évidemment stables par G

4.4.2.- Soit de nouveau K un corps global, AK une K-variété abélienne de
dimension g , ayant réduction semi-stable sur 0 . Soit T 1'ensemble des
places de mauvaise réduction et |T| son cardinal. On s'intéresse aux K-variétés
abéliennes A% , K-isogeénes a Ay

LEMME 4.4.3.- Soit p un nombre premiern et soit e A;(—>BI1<

1<eee<n,. Les exposants éémentainres de MK(K)

Alons on a r<2g et U 4e factornise en T As0génies (ui)K , telles que
_ nj-n;

Ker(uy)y (K) s0it Libre swr (zZ/p L 17Ty

une p-Ls0génie
de noyau M¢ . Notons n

C'est clair.
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LEMME 4.4.4.- Soit p un nombre premier et uy : AI1< —>BI1< une K-is0génie de

(0]

noyau M, avee Mg (K) =~ (ZZ/pn)h , U~ son extension aux modéLes de Néron

>
aoymexulf M = Ker (u©)

Pour VvET , place de mauvaise réduction, notons @ La partie finle (1.2)
de MV=MA®0 Ov et s04t my<e. < La néunion des exposants éLémentaires des
groupes MV(KV) , VET

Alors on a s <h|T| et ug 4e factornise en's  K-isogénies, dont £'extension
aux modeles de Néron connexes, a un noyau M, i=1,...,5 , vérifiant Les
proprletes suivantesd :

m.=-m.
DM ®~@p

A ) =
2) Pour tout veT , M;) (K) est facteuwr direct de M, (K,

’

Etablissons d'abord un lemme.

LEMME 4.4.5.- Sodent K un corps Locak (1.0), Ay une K-varniété abélienne de
une K-is0génie, vO A% —B° son

néduction semi-sitable, Vi ¢ AK —B
o

extension aux modeles de Néron covmeliu, N' =Ker v

Soit N un sous-schéma en groupes find de Ay qui contient Ny et 5041
Ny 4son dmage par vy dans By . Notons N (resp. N') L'adhénence schématique
de NK(resp. Nk') dans A° , (resp. B®) . Alons

(1) Le mornphisme N—> N'" , Anduit par VO est gidelement plat, de sorte que
L'on a une suite exacte (fppf) de 0-schémas en groupes :
0—> N'—> N— N'— 0
(i1) La suite, déduite de La précédente, en prenant Les parities finies
0—> N' — N—s N"— 0

esl aussd exacte.

Démonstration de 4.4.5 : Comme v° est plat (1.1), 1'image réciproque de N'" par v°

est plate sur 0 , et par suite coincide avec N . Comme vO est fidelement
plat, il en est de méme de N—— N'"" d'ou la premiére assertion. La seconde s'en

déduit par complétion le long des fibres fermées.

Remarque 4.4.6 : les assertions i) et ii) du lemme 4.4.5 ne sont plus nécessaire-
ment vraies si on travaille avec les modeles de Néron, au lieu des modeéles de Néron
connexes , car 1'isogénie v :A—> B n'est plus nécessairement fideélement plate.
Le lemme 4.4.5 est d'ailleurs la seule justification, dans cet exposé, de 1'utili-

sation des modeles de Néron connexes.
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Démonstration de 4.4.4.- Pour tout VveET @/(—Kv) est un sous-groupe de

M(Kv) , donc a au plus h exposants élémentaires, d'ou s<h|T| .
. . i 1 :
Pour i=1,...,s , soit (Ai)K le quotient de AK par (Ngni)K , et soit

Uy + (A Pg— (A 1'isogénie naturelle de noyau (Mmi)K/(Mni_RK

- 1 9 ' i )
Alors Uy est le composé (us’K 0...0 (u1)K . Notons ug 1'extension de (ul)K
aux modéles de Néron connexes et montrons que ug vérifient les propriétés 1)
et 2) de 4.4.4.

La propriété i) est évidente. Prouvons 2). Le noyau de 1'isogénie naturelle

(A1)O S Aci) est M = Ker pmi : M—M . Le lemme 4.4.5 entraine que
o _ i

Ker ui = Mmi/Mmi_1

Soit veET . Posons pour simplifier N=M(Kv) s Nz%(Kv) . Alors

N s A .
M, ), &) =N, ,pour i=1,...,5.
i i

D'apres le lemme 4.4.5, la partie finie en v de Ker ug = Mm /Mm , est
o~ . i Ti-1
le quotient des parties finies (Mm )V et (Mm )V , donc a pour points dans
_ PN ) i -1 &
Kv s Nm./Nm. . Vu le choix des m o, le groupe Nm./Nm. est libre sur
i i~ 1 i~
m: =m-
Z/p t i-1 , donc est facteur direct dans M /Mm . D'olu la propriété 2).
i Ti-1
4.4.7.- Pour obtenir de belles p-isogénies, il nous faut maintenant considérer
la propriété 2 (ii) de 4.1.1, et donc tenir compte de 1'affaissement des parties
finies M , pour v|p .

v
Pour p premier posons :

b = O si p#2et si p n'est pas ramifié dans 0 ,
2g Maximum(ev, e, <SV) sinon,
vlp
ol 1'on a posé comme dans 3.4.5 : 4/4(;/1 = différente de 0 sur Z |,
valv = valuation de OV qui vaut 1 sur une uniformisante,
8. = partie entiere de L& val (J )) /e
v p-1 VY 0/ v

(¢]

Soit alors M le noyau d'une p-isogénie B 4 Blap® qui vérifie les condi-

tions de 4.4.4 :

1) M) = (Z/anZ)h , 2) pour toute place v de mauvaise réduction, 1/\\1v (KV)
est facteur direct de M(KV)

Pour tout n' , notons M{n'} 1'adhérence schématique dans M du noyau de la
1

multiplication par pn dans Mg
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5 s . - o . .
Supposons rlzZAp . D'aprés 4.4.5 (i), 1'isogénie u se factorise en trois
isogénies, entre modéles de Néron comnexes, de noyaux respectifs :

M{Ap} 5 M{n—Ap}/M{Ap} , M/M{n—Ap} . Notons que chacune de ces isogénies vérifie

encore 1'analogue des conditions 1) et 2) ci-dessus, comme il résulte de 4.4.5
(Ui)K ’ ii). De plus, on déduit de 3.4.5 et 3.2.2 que 1'isogénie médiane est une belle

s 1) p-isogénie, de niveau n—ZAp

o Nous résumons les résultats obtenus dans 4.4, par le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.4.8.- So.it AK une K-varniété abélienne, de dimension g , ayant
| néduction semi-stable swe 0 et mauvaise réduction en au plus |T| places. Alois
pour tout nombre premier p , toute p-Lsogénie Uy :AK~——+ By 4e fpactorise en

4g®|T| betbes p-isogenies et 8g%|T| isogénies de degné < pip 28
st | Combinons maintenant 4.4 avec les résultats de 4.3.
ans L
THEOREME 4.4.9.- Sodent T un ensemble §ini de places de 0 , de cardinal |T|
% et Q' deux nombres premierns distincets tels qu'aucune place de T ne divise
g ouw 2 . Soit R L'ensemble des nombres premiens ramifiés dans 0

Soit Ay une K-vaniéte abélienne, de dimension g , ayant-réduction semi-
stable sun 0 et bonne réduction en dehons de T

Pour tout p premien, on a défini des entierns Ap 20 (4.4.7) , ne dépendant
que de 0 et de g , nuls 44 p¢{2}UR

Pour tout p premiern # & , on a défini dans 4.3.5 des entierns nsz , dé-
pendant de AK et de &, nuls en dehorns d'un ensemble fini S -, tels que

( powrt PpPES , on a :;b§2MQWNUgM ot N est Le nombre de places de K
au-dessus de % a:@@N.

Remplacons & par &' el prenons p=L , on obtlent un autre entier n
noteé Ny g tel que an’%'é ZM'Q'[K:Q]g W , ot N' est Le nombre de places
de & au-dessus de & et M :@g>N'

Consdidénons Les K-varniétés abéliennes BK , K-is0génes a AK

rer

rties

di 1) L'ensemble des hautewrs des varniétés abéliennes By est 4indk, de cardinal
condi-
mafore par :

3 . 3
[ 0 (A +n) 8g [K:QI|T| +11(2A,+n, ,,) 8g”|T|[K:Ql + 1)
PERUSU(2) PP b %l

pEL

le la 2) Ona :

3
ht(A,) -ht(B,)|<[( £ (2A_+n)log(p)) + (24, +n_ )log(2)12g”|T| .
| K Kl perusufzy P P bk
p#L
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Démonstration : Rappelons que si B est le modele de Néron de BK sur 0 ,
la hauteur de Be ht(BK) , est deg(u)B)/[K:Q]
Pour établir le théoreme, on peut, d'aprés 4.3.6, et quitte a remplacer AK

par une K-variété abélienne isogeéne, se borner a étudier les p-isogénies pour
PELURUS
D'apres 4.4.7, une p—isogénig Se décompose en 4g2|T[ belles p-isogénies et

8g2|T| isogénies de degré s p P8
D'aprés 4.3.6, toute belle p-isogénie de niveau n>np , pour p#4& , et de

niveau n>n , pour p=4& , conserve le degré d'Arakelov.

1
Enfin, ilgliésulte de 2.1.4, que si u:A—>B est une p-isogénie de degré
pn , deg(u)A) - deg(wB) peut prendre au plus 2n[K:Q] +1 valeurs et que 1'on a

|ht (AK) - ht(BK)I é—rzl log(p) . Plus généralement, ces majorations s'étendent au
cas ol on passe de A a B par une suite finie de p-isogénies dont le produit
des degrés est < pn

D'aprés les considérations qui précedent, pour contrdler les p-isogénies qui,

a priori, ne conservent pas le degré d'Arakelov, on peut prendre
n = (4, 28) 8°[T] + (n 29) 4g|T] = (28 + n ) 8g”|T], pour p#2

3
et n= (24, + nz’g') 4g”|T|+ pour p=2
On obtient alors 1'assertion 1) (resp. 2)) du théoréme en prenant le produit
(resp. la somme) des majorations relatives aux différents '"mauvais' nombres

premiers p
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